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Page 3, ligne 7, nu lieu de de l'Espace, lisez : dans l’Espace. 

Page 4, ligue dernière, au lieu de uutilité, lisez : inutilité. 

Page Si, ligne dernière, au lieu de A , lisez : 4. > 

Page 53, ligne lî, au lieu de demi-somme, lisez : demi-différence. 

P*ge 76, ligne 6, au lieu de à F, lisez : à E. 

Page 85, ligne 8 en reniontaul, au lieu de -f*ÜE, lisez : -|-DC. 

Page 80, ligne 3, au lieu de AD, lisez : EF. 

Page 01, ligne 7, au lieu de ME, lisez : MB. 

Page 95, ligne 2, au lieu de ADXDE, lisez : ARXAE. 

Page 98, ligne avant -dernière, au lieu deC, lisez : 0. 

Page 10Û, ligne 16, au lieu de point, lisez : points. 

Page HO, ligne 18, au lieu de à C, lisez : à AO. 

Page 152, lignes 16 à 23, au lieu de P, lisez : p. 

Page 152, ligne 21, au lieu de CK ; CF ; lisez : CF ; CG ; 

Page 155, ligne 3 en remontant, au lieu de r"=ra, lisez: r l, = ra l . 
Page 171 , ibidem, au lieu de B et équivalent, lisez : A et équivalent. 
Page 184, ligne 1 1 , au lieu de peuvent, lisez : ne peuvent. 

Page 205, ligne 4, au lieu de 4 angles, lisez : 4 droits. 

Page 214, ligne 0, au lieu de ffet, lisez : effet. 

Page 215, ligne 12, au lieu de aces, lisez : faces. 

Page 243, ligne 9 en remontant, au lieu de correspondants, lisez : corres- 
pondant. 

Page 281, ligne 1, au lieu de SFMN, lisez : EFMN. 

Page 281, ligne 2, au lieu de N, lisez : E. 
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GÉOMÉTRIE 




%. — Tout corps a une forme et une grandeur déterminées. 

Sa grandeur, c’est-à-dire l 'étendue du lieu qu'il occn|»e dans 
l’Espace, a reçu le nom de volume. Quant à sa forme, elle ' 
dépend de la surface qui le limite, c’est-à-dire du lieu qui \ 
le Sépare de l’espace environnant. 

Lorsque la surface d’un corps est formée de plusieurs ** 
parties distinctes, deux faces contiguës ont des limites 
communes, que l’on appelle lignes. Ainsi la ligne est le 
lieu de l’intersection de deux surfaces. 

Si deux lignes, tracées sur la môme surface, se rencon- 
trent, on donne le nom de point au lieu de leur intersec- 
tion. 

Nous considérerons les volumes, les»surfaces et les lignes, ■* 
indépendamment des corps dont ils déterminent les formes, 
et nous leur donnerons le nom commun de figures. 

Deux figures sont égales lorsqu'on les superposant on 
peut les faire coïncider ; si elles ont la même étendue, sans 
avoir la môme forme, elles ne sont i\n' équivalents. 

- » 

2 — Parmi les dilférenles lignes qu’on peut tracer d’un 

% 

1 
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2 LEÇONS UE GÉOMÉTRIE. 

point à un autre, on admet qu’il n’en existe qu’une, plus 

courte que toutes les autres. 

On distingue deux espèces de lignes : la ligne droite et 
la ligne courbe. 

La droite est Jelle qu’une partie quelconque de cette 
ligne représente la plus courte distance de ses deux points 
extrêmes^ , i . 

11 résulte dé oette définition et de l’axiôtne précédent, que 
1’ d'un point à Un autre on ne peut tracer qu'une ligne droite ; 
2° si on applique, deux points d’une droite sur une autre droite, 
ces deux lignes doivent coïncider dans toute leur étendue, 
parce que les points que l’on prend sur la première droite* 
peuvent être indéfiniment éloignés l’un de l’autre. 

t 

a b Pour désigner un point ou se 

sert d’une lettre quelconque. On 
nomme une ligne droite en énonçant deux points quelcon- 
ques de cette ligne. Ainsi la droite AB est celle qui passe 
par les points A et B. 

Ou dit qu’une ligne est brisée, lorsqu’elle est formée de 
portions de droites 

Toute ligne qui n’est pas droite, ni brisée, a reçu le nom 
de courbe. • • » k 

: : *. • ” 

3 — On distingue deux espèces de surfaces : la surface 
plane ou le plan ét la surface courbe. 

Le plan est tel que la droite, qui passe par deux points 
quelconques de cette surface, coïncide avec elle dans toute 
son étendue: 

On démontrera plus loin que deux plans coïncident : 
1° Lorsqu’ils ont trois points communs, non en ligne droite; 
2° Lorsqu’ils ont une droite et un point extérieur à cette 
droite, communs l’un à l’autre; 3° Lorsqu’ils ont deux 
droites qui se rencontrent, communes. 

On appelle surface polyédrale celle qui est formée par la 
réunion de portions de surfaces planes. 
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PRÉLIMINAIRES. 3 

Toute surface qui n’est pas plane, ni polyédrale, a reçu 
le nom de surface courbe. 

4 — Le but de la Géométrie est d’étudier les propriétés des 
figures et de mesurer leur étendue. Aussi on la définit la 
science de l’étendue. 

Nous la diviserons en deux parties : la Géométrie plane 
et la Géométrie de l’Espace. Dans la première, nous traite- 
rons des propriétés des figures planes, c’est-à-dire dont les 
éléments sont dans un même plan; dans la seconde, nous 
étudierons les propriétés des figures dont les éléments 
sont disposés d’une manière quelconque dans l’espace. 



ft — Lorsqu’on trace deux lignes droites sur un plan, ces 
lignes, prolongées indéfiniment, se rencontrent ou ne se 
rencontrent pas. On dit, dans le premier cas, qu’elles for- 
ment un angle; dans le second, qu’elles sont parallèles. 

L'angle est la portion indéfinie du plan, comprise entre 
les deux droites qui se coupent et qui sont terminées à 
leur point d’intersection. Ces lignes sont les côtés de l’an- 
gle, et le point où elles se rencontrent en est le sommet. 
La grandeur d’un angle ne dépend que de l’écartement de 
6es côtés. 

» • ^ l 

* 

A On désigne un angle par son sommet, 

A s’il est seul en ce point. Dans le cas con- 
traire, on marque un point sur chaque' 
côté et l’on énonce le sommet entre ce* 
deux points. Ainsi l’angle BAC a son som- 
met au point A et ses côtés passent par 
les points B, C. 







Deux angles ABC, CB1) sont adja- 
cents, lorsqu’ils ont uir sommet B et 
un côté BC , communs, et qu’ils sont 
juxta-posés. 
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LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

On dit que deux angles ABC, DBE sont op- 
c posés au sommet, lorsque les côtés de l’un 
sont les prolongements des côtés de l’autre. 



B/ 



\* 



6 — Toute proposition renferme deux par- 
ties, savoir : une hypothèse faite sur un su- 
jet et une conclusion, qui est la conséquence de cette hy- 
pothèse. Le raisonnement que l’on fait, pour déduire la 
conclusion de l’hypothèse, lorsque leur dépendance n’est 
pas évidente, est appelé la démonstration de la proposition. 

Si, dans l’énoncé d’une proposition, on ajoute une néga- 
tion à l’hypothèse et à la conclusion, on forme la proposition 
contraire. 

On appelle réciproque d’une proposition une autre propo- 
sition, dont l’hypothèse et la conclusion sont la conclusion 
et l’hypothèse de la première. 

Soit la proposition : « Si deux angles sont droits, ils sont 
égaux. » Elle a pour contraire : « Si deux angles ne sont pas 
droits, ils ne sont pas égaux. « Et sa réciproque est : « Si 
deux angles sont égaux, ils sont droits. » 

La proposition contraire et la réciproque d’une proposi- 
tion ne sont pas tou, jours vraies, parce que la conclusion 
d’une proposition convient quelquefois à un plus grand 
nombre de cas que l’hypothèse. Nous en avons un exemple 
dans la proposition précédente , car deux angles peuvent 
être égaux, sans être droits. 

l’ne proposition, la contraire et leurs réciproques ont 
entre elles une dépendance telle que, lorsque les deux pre- 
mières sont démontrées vraies, les deux autres sont évi- 
dentes. Aussi en m’appuyant sur ce fait général, qu’on peul 
appeler la loi des réciproques, je n’énoncerai que les réci- 
proques les plus importantes et je ne démontrerai que celles 
dont j’aurai omis les propositions contraires, à cause de 
leur nutilité. 
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GÉOMÉTRIE PLANE. 



LIVRE I. 



LA LIGNE DROITE ET LA LIGNE BRISÉE. 



CHAPITRE I. 

De In commune mesure de deux Lignes 
et de leur rapport. 



1. — Lorsqu’une grandeur est contenue un nombre exact 
de fois dans plusieurs grandeurs de même espèce, on dit 
qu’elle est leur commune mesure. 

Cherchons la plus grande com- 
Av ~ ' ’ ’ * mune mesure de deux lignes 

P , ( i 

droites A et B. Pour cela, portons 
la plus petite B, sur la plus grande A ; si la ligne B est 
contenue, par exemple, quatre fois exactement dans A, elle 
sera la plus grande commune mesure cherchée. 

Au contraire, si A contient quatre fois B avec un reste R, 
on démontrera, par un raisonnement identique à celui que 
l’on fait eu arithmétique pour trouver le plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres, que les communes mesures 
de A et B sont les mêmes que celles de B et R, et réciproque- 
ment; de sorte que la plus grande commune mesure de A 
et B est la même que celle de B et R. 

Pour trouver celle-ci, on portera R sur B; et si R' est le 
reste, les communes mesures de B et R seront les mêmes 
que celles de R et R'. On continuera ainsi jusqu’à ce qu’on 

arrive à un reste contenu un nombre exact de fois- dans le 

* «. 
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G LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

précédent; le dernier reste sera la plus grande Commune 
mesure de A et B. 

Pour déterminer combien de fois cette commune mesure 
est contenue dans A et B, supposons qu’on ait trouvé 



A = 4B + R 
B = 3 R + R' 

R = 2 R' + R" ‘ 
R'= 3 R" 



Nous aurons successivement ! * 

R = 6R" + R" = 7 R'' 

B = 21 R" + 3 R'= 24 R'' 

A=96 R" + 7 R" = 103 R" 

Nous remarquerons que les multiplicateurs 24 et 103 
doivent être premiers entre eux, car s’ils avaient un divi- 
seur commun, par exemple 3, les deux lignes A et B au- 
raient 3 R" pour commune mesure; ce qui est impossible, 
puisque R'' est leur plus grande commune mesure. 

On conclut de ces valeurs de A et de B que leur rapport * 

A_103 
B - 24 ' • 

8 — Il peut arriver qu’en cherchant la plus grande com- 
mune mesure de deux lignes, on ne trouve aucun reste 
contenu exactement dans le reste précédent. Dans ce cas, 
les lignes n’ont pas de commune mesure et l’on dit qu’elles 
sont incommensurables entre elles. 

Le procédé précédent conduirait à deux limites du rap- 
port de ces lignes; mais il est préférable de diviser l’une 
des lignes, B par exemple, en un certain nombre de 
parties égales et de chercher le plus grand multiple de 
cette fraction de B contenu dans A. Supposons B divisé en 
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LIVRE I, CHAP. I. 7 

10 parties égales et A plus grand que 15, mais moindre 
que 16 de ces parties, nous aurons • 



A > 



15B 

10 



a < î®5- 
^ 10 

donc le rapport de — est compris entre ~ et 

n 10 10 



3 — On appelle unité la grandeur prise pour servir de 
terme de comparaison à toutes les grandeurs de même 
espèce. 

Mesurer une grandeur c’est la comparer à son unité, 
c’est-à-dire c’est chercher combien d’unités et de parties de 
l’unité elle contient Le nombre entier ou fractionnaire que 
l’on trouve exprime le rapport de cette grandeur à l’unité. 

L’unité linéaire est la dix-millionième partie du quart de 
la circonférence de la terre. Elle a reçu le nom de mètre. 
On l’a subdivisée en parties de dix en dix fois plus petites, 
qui sont : le décimètre, dixième partie du mètre; le centi- 
mètre, dixième du décimètre ou centième du mètre; le mil- 
limètre, dixième du centimètre ou millième du mètre. On 
a formé aussi, au moyen du mètre, des unités de dix en dix 
fois plus grandes qui sont : le décamètre ou dix mètres; 
l'hectomètre ou cent mètres ; le kilomètre ou mille mètres ; 
le myriamètre ou dix mille mètres 

Pour mesurer une ligne droite plus grande que le mètre, 
on porte le mètre sur cette ligne, et s’il y est contenu, par 
exemple, 7 fois exactement, on dit que la longueur de cette 
droite est de 7 mètres. Si cette droite ne contient pas exac- 
tement le mètre, elle se compose d’un certain nombre de 
mètres, tel que 7, et d’un reste moindre que le mètre. On 
cherche ensuite combien de fois ce reste contient le déci- 
mètre; s’il est égal à 5 décimètres, augmentés d’un reste 
moindre que le décimètre, on mesurera ce nouveau reste 



8 



LEÇONS DE GÉOMÉTRIE, 
au moyen du centimètre. Supposons-le égal à 56 centimètres; 
la longueur de la droite sera de 7 mètres 56 centimètres 
Si la droite qu’on veut mesurer est moindre que le mètre, 
on trouvera sa mesure au moyen du décimètre, du centi- 
mètre, etc., comme dans l’exemple précédent. 

Pour mesurer une ligne brisée, on évalue séparément 
les longueurs des droites qui la comoosent et on fait la 
somme des nombres que l’on a trouvés. 



< (■ 





CHAPITRE II. 



■tes Angle». 



M 



THEOREME I. 



Si deux droites AB, CD se rencontrent, les angles AEC, BED 
opposés au sommet sont égaux. 

En effet, retournons le plan des deux 
angles adjacents BEC, BED et appli- 
({uons-le sur le plan des deux angles 
adjacents CEA, CEB, en faisant coïnci- 
der les points E et les droites DC, AB. 
Les deux angles BEC, CEB étant égaux, 
le côté EB du premier angle prend la 
direction de EC, côté du second. Donc 
les angles BED, AEC sont égaux. 




Corollaire. — Si les deux droites AB, CD font deux angles 
adjacents égaux AEC, BEC, les quatre angles formés par ces 
lignes sont égaux. 

Car l’angle AED est égal à BEC et l’angle BED à AEC, 
parce qu’ils sont opposés au sommet. 

Scuolie.— Lorsque deux lignes droites, qui se rencontrent, 
forment quatre angles égaux, on dit que l’une est perpendi- 
culaire sur l’autre et on donne le nom d’angle droit à chacun 
des quatre angles. 

Au Contraire, deux droites sont obliques l’une à l’autre 
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10 LEÇONS DE GÉOMÉTRIE, 

lorsqu’elles forment, en se rencontrant, des angles in- 
égaux. 

THÉORIE WD If. 

* 

Par un point on peut tracer une perpendiculaire sur me 
droite, mais on ne peut en tracer qu’une. 

Supposons d’abord le point donné 
sur la droite AB et menons par ce 
point O une droite quelconque OC. Si 
les deux angles adjacents ÀOC, BOC 
sont égaux, la ligne OC est perpendiculaire sur AB. Dans 
le cas contraire, et en admettant que l’angle BOC est plus 
grand que AOC, faisons tourner la droite OC autour du 
point O, jusqu’à ce qu’elle coïncide avec OB. Dans ce mou- 
vement, l’angle AOC croît d’une manière continue, tandis 
que BOC, d’abord plus grand que AOC, décroît jusqu’à de- 
venir moindre que AOC. Doncia ligne OC passe par une 
position OD, dans laquelle elle fait des angles égaux avec 
AB, Donc la droite OD est la seule perpendiculaire qu’on 
puisse mener par le point O sur AB. 

Si le point O est situé hors de AB, faisons tourner la par- 
tie supérieure du plan autour de cette 
droite, jusqu’à ce qu’elle coïncide avec la 
partie inférieure. Soit O' la position que 
prend le point O; la droite qui joint les 
deux points O, O' du plan, avant le rabat- 
tement, est perpendiculaire sur AB, car 
les angles adjacents OCB, O 7 CB sont égaux. 
Toute autre droite OD, tracée par le point O jusqu’à la 
rencontre de AB, est oblique à cette ligne; car si on joint I) 
à 0' et qu’on plie la figure suivant AB, la droite OD coïncide 
avec O'D et les angles 01)B, O'DB sont égaux. Or l’angle 
O'DB est moindre que EDB; donc la droite OD forme avec 
AB des angles inégaux. 

» ' i 

« 

Corollaire. — Tous les angles droits sont égaux. 
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LIVRE I, CH AP. H. 11 

On appelle aigu tout angle moindre qu’un angle droit et 
obtus tout angle plus grand qu’un angle droit. 

L’angle droit étant seul de son espèce, on l’a pris pour 
unité d’angle; de sorte que, pour mesurer un angle, il faut 
chercher son Rapport à l’angle droit. La comparaison directe 
de deux angles étant peu commode, on verra plus loin com- 
ment on l’a remplacée par la comparaison de deux lignes, 
qui ont avec les angles une relation remarquable. 

Deux angles sont complémentaires lorsque leur somme est 
égale à un angle droit; on dit qu’ils sont supplémentaires 
s’ils valent ensemble deux angles droits. 



THÉORÈME III. 

Lorsqu'une ligne droite . AB en ren- 
contre une autre CD, la somme de deux 
angles adjacents AEC, BEC, formés par 
ces lignes, est égale à deux angles droits. 
Traçons la droite EF perpendiculaire 
sur AB, nous aurons : 

l’angle AEC + CEB = AEF + FEC + CEB =AEF + FEB. 

Or les angles AEF, FEB sont droits, donc la somme des 
angles adjacents AEC, CEB est égale à deux angles droits. 





Corollaire 1 . — Si par un point C d’une 
droite ABon trace différentes droites d’un 
même côté de AB, la somme des angles 
adjacents consécutifs est égale à deux 
droits; car on a : 



* - ACD + DCE + ECF + FCB = ACF + FCB = 2 droits. 

Corollaire 2. — Si par un point A d’un plan on trace, 
surcetfe surface, desdroites dans différents sens, la somme 
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clos angles adjacents consécutifs qu’elles 
forment est égale à 4 angles droits. 

\ / 51 Je prolonge DA au-delà du sommet 

e. — A et je remplace l’angle FAB parles 

deux angles F AG, GAB dont il est la 
n / somme. Les angles adjacents consécu- 

tifs, situés de chaque côté de 1)G, valent 
ensemble deux angles droits ; donc la somme de tous les 
angles, formés autour du point A est égale à 4 angles droits. 



THEORIiMK IV. 



o Si deux angles adjacents ABG, CBD sont 
/ supplémentaires , leurs côtés non communs 
s i — AB, BD sont sur la même droite. 

Traçons par le point B la droite BE 
perpendiculaire sur BA; la somme des angles ABE, EBD est 
égale à celle des angles ABC, CBD, c’est-à-dire à deux droits. 
Or l’angle ABE est droit, donc EBD l’est aussi et les deux 
lignes AB, BD qui sont perpendiculaires à BE, au même 
point B, ne forment qu’une seule droite. 



Corollaire. — Si plusieurs angles ABC, 
CBD, DBE, EBF, adjacents deux à deux, 
: valent ensemble deux angles droits, les 
côtés extrêmes AB, BF sont sur la même 
droite. 

Car les deux angles adjacents ABE, EBF sont supplémen- 
taires. 



* 
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CHAPITRE III. 

De la Perpendiculaire et des Obliques. 



THliORtMi: I. 



Si d'un point A, pris hors d'une droite EF, on trace la per- 
pendiculaire et différentes obliques sur EF, 

I" La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 
lieux obliques, également éloignées de la perpendiculaire , 
sont égales ; 

3° De deux obliques, inégalement distantes de la perpendi- « 
culaire, la plus éloignée est lu plus grande. 

1° Soient AB la perpendiculaire et AC 
une oblique quelconque, menées du 
/ |H»int A sur EF. Je prends, sur le pro- 

E c v u 1 longcmcnt de AB, la ligne BD égale à AB 
et je trace la droite CD. Les deux droites 
- J* AC, CD sont égales, car si je fais tourner 
la ligure ABC autour de EF pour l’appliquer sur 1)BC, la 
droite BA prend la direction de BD, parce que les angles 
ABC, DBC sont droits; et, comme BA est égale à BD, le point 
A coïncide avec le point D ; donc CA est égale à CD. 

Or la droite ABD est moindre que la ligne brisée ACD, 
donc AB, moitié de ABD, est aussi moindre que AC, moitié 
de ACD. 




T Prenons, sur EF, de chaque côté 
«le la perpendiculaire AB, des longueurs 
égales BC, BO et traçons les obliques AC, 
AC qui s’écartent également de AB. Pour 
démontrer qu’elles sont égales, faisons 
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tourner ABC autour de AB jusqu’à ce que l’angle droit ABC 
coïncide avec ABF ; la droite BC étant égale à BG, le point C 
s’applique sur le point G, donc les obliques AC, AG sont égales. 

3° Considérons les deux obliques 
AC, AH inégalement éloignées de la 
perpendiculaire AB et traçons, par 
le point C, la droite CK perpendicu- 
laire sur EF. L’angle ACE étant plus 
grand (pie ACB, la droite CK est située dans l’angle ACE; 

donc elle rencontre AH entre les points A et H. Ha ligne 

» 

droite AC est moindre que AK+KC; or la perpendiculaire 
KC est plus courte que l’oblique KH, donc la droite AC est, 
à fortiori, moindre que AK+KH. 

Corollaire 1. — On mesure la distance d’un point à une 
droite par la perpendiculaire, menée de ce point sur la 
droite, parce qu’elle est la plus courte ligne qu’on puisse 
mener du point à la droite. 

• Corollaire 2. — Par un point pris hors d’une droite on 
ne peut tracer sur cette ligne que deux obliques égales. 

• V, 

thf'orémf. II. 




Si, par le milieu C de la droite AB, on trace sur cette ligne 
la perpendiculaire DE, 

1° Tout point de DE est également éloigné des extrémités 
de AB; 

2“ Tout point extérieur à I)E est inégalement distant des 
mêmes extrémités A et B. 




1° Puisque CA est égale à CB, les obli- 
ques DA, DB, qui joignent un point quel- 
conque D de la perpendiculaire DE aux 
points A et B, sont égales. Donc tout 
point D de la droite DE est également 
éloigné de A et B. 

2° Soit F un |>oint extérieur à DE, je 
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trace les droites FA, FB; les points A, F étant situés de 
différents côtés de DE, la droite FA rencontre DE au point 
E, dont les distances aux points A et B sont égales. Or on a 

FB<FE+EB 
ou FB<FE+EA 

donc le point F est inégalement distant des extrémités de AB. 

Scholie. — La perpendiculaire DE est le lieu géométrique 
des points qui sont, chacun, également éloignés des deux 
points A et B; c’est-à-dire qu’elle passe par tous ces points 
(jui ont une propriété commune. 

TIIKORÈMC 111. 

1» La bissectrice d'-un angle~'a chacun de ses points égale- 
ment éloigné des deux côtés de cet angle. 

2° Tout point, extérieur à la bissectrice, est inégalement 
distant des mêqgs côtés. * » 

r D’un point quelconque D de la droite 
BO, qui divise l’angle ABC eh deux parties 
égales, je ‘trace DE {perpendiculaire au 
côté BÀ, et DF perpendiculaire au côté" 

BC. Les deux droites DE, I)F sont égales, 
car si je fais tourner l’angle ABO autour 
de BO et que je l’applique sur son égal 
CBO, le côté BA coïncide .gvt’c BC et la 
droite DE perpendiculaire sur AB prend la direction de I)F 
perpendiculaire sur BC;donc les points E, F coïncident et le 
pointD est également distant des côtés AB, BCde l’angle ABC. 

2° D’un point G extérieur à BO, je trace les perpendicu- 
laires GH sur AB et GK sur BC. La droite GII rencontre la 
bissectrice BOau point L, par lequel je mène LM perpendi- 
culaire sur BC. La perpendiculaire GK est plus courte que 
l’oblique GM et la droite GM est moindre que GL+LM, donc 
on a, à fortiori, 

GK< GL+LM 
ou GK < GL + LH 




A 
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donc le point G est Inégalement distant des côtés de l'an- 
gle ABC. * 

’ « 

Scholie. — Le lieu géométrique des points également éloi- 
gnés de deux droites qui se coupent est le système des 
bissectrices des angles formés par ces droites. 




i 

I 
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CHAPITRE IV. 

De» Droites parallèles. 



Lorsque deux lignes (w^jjes \j^— • 
Cl» sont rencontrées par une troi- 
sième EF, elles forment avec cette 
ligne huit angles qui, considérés 
deux à deux, ont reçu des noms 
particuliers. Pour simplifier les 
énoncés, je désignerai chacun de ces angles par une lettre 
placée entre ses côtés. 

1° On appelle correspondants deux angles, tels que H et N, 
qui sont l’un à l’intérieur, l’autre à l’extérieur des droites 
AB, CD et du même côté delà sécante EF, sans être adjacents. 

2° Deux angles H, R sont alternes-intcrnes lorsque, étant 
compris entre les deux droites AB, CD, ils sont situés de 
différents côtés de la sécante, sans être adjacents. 

3° Deux angles N, L sont alternes-exlernes s’ils ne sont 
pas compris entre AB et CD et qu’ils soient de différents 
côtés de la sécante, sans être adjacents. 

4° Deux angles H, M sont intérieurs lorsqu’ils sont 
situés entre les lignes AB, CD et du même côté de la sécante. 

3° Deux angles G, N sont extérieurs lorsque, étant situés 
du même côté de la sécante, ils ne sont pas compris entre 
AB et CD. 

2 




j 
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• l 



Par un point A on peut tracer une parallèle à une droite 
BC, mais on ne peut en tracer qu'une. 



u J) 

S dfi 



Menons, par le point A, la droite AD 
perpendiculaire sur BCet la droite GE 
perpendiculaire sur AI). Les deux lignes 
— - BC, GE ne peuvent se rencontrer, sinon 
on .aurait tracé par le point d’intersec- 
)erpendiculaires sur AD; ce qui est impossible 
est parallèle à BC. 



Prouvons maintenant que toutes les droites tracées 
dans l’angle EAD doivent rencontrer BC. En effet, si toutes 
ces lignes ne rencontrent pas BC, il peut arriver qu’aucune 
de ces droites ne coupe BC ou que quelques-unes seulement 
la rencontrent. Dans le premier cas, il serait impossible de 
joindre par des droites le point A aux différents joints de 
CD, ce qui est absurde. Supposons, dans le second cas, que 
la droite AF soit, parmi toutes les lignes qui rencontrent CD, 
celle qui forme avec AD le plus grand angle ; alors aucune 
des droites tracées par le point A dans l’angle EAF ne ren- 
contrant FC, on en conclurait encore qu’on ne peut joindre 
par une droite le point A à aucun des points de FC. Donc 
toutes les droites tracées par le point A dans l’angle EAD 
rencontrent la ligne DC. 11 eh est de meme de celles qu’on 
peut tracer dans l’angle GAD. 

Donc on ne peut mener par le point A qu’une parallèle à BC. 



Corollaire. — Deux 'droites, parallèles à une troisième, 
sont parallèles entre elles. 

Car si elles se rencontraient, on aurait deux parallèles, 
menées par le même point à la meme droite. 



* 






O 
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THÉORÈME II. 

Si deux droites AB, CD font avec une sécante GH deux 
angles correspondants égaux AEH, CFH, 

l 4 Les angles alternes-internes sont égaux ; 

2° Les angles alternes-externes font égaux ; 

3" Les angles intérieurs sont supplémentaires ; 

4» Les angles extérieurs sont aussi supplémentaires ; 

o 4 Les droites AB, CD sont parallèles. 

1° L’angle AEH est égal à CFH par 
hypothèse, l’angle EFD est aussi égal à 
CFH, parce qu’il lui est opposé au som- 
met. Donc les angles alternes-internes 
AEH, EFD sont égaux. 

2° De même chacun des angles al- 
ternes-cxternes CFH, GEB est égal à 
AEH. Donc ils sont égaux entre eux. 

3° L’angle AEH est égal, par hypothèse, à CFH qui est le 
supplément de CFE. Donc les deux angles intérieurs AEH, 
CFE sont supplémentaires. 

4» Les angles extérieurs AEG, CFH valent ensemble deux 
droits, parce que l’angle CFH est égal à AEF, qui est le sup- 
plément de AEG. 

o° Par le milieu 0 de la droite EF, traçons MN parallèle à 
AB et faisons tourner la figure NOFD autour du point 0, 
dans son plan, jusqu’à ce que OF coïncide avec OE, qui lui 
est égale. Les deux angles MOE, NOF étant égaux, la droite 
ON prend la direction de OM. Pareillement la droite FD 
prend la direction de EA, à cause de l’égalité des angles 
OFD, OEA. Or la droite EA est parallèle à MN ; donc CD est 
aussi parallèle à MN et par suite à AB. 

v 

THÉORÈME III. 

Si deux droites AB, CD sont parallèles, elles forment, avec 
une sécante quelconque GH, 
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1° Des angles correspondants égaux; 

2’ Des angles alternes-internes égaux ; 

3° Des angles alternes- externes égaux ; 

4° Des angles intérieurs supplémentaires ; 

5° Des angles extérieurs aussi supplémentaires. 

1° Les deux angles corres|>ondants 
AEII, CFH sont égaux. Car si par le 
point E on trace une droite qui forme 
avec EF un angle égal à CFH, cette ligne 
est' parallèle à CD; donc elle coïncide 
avec AB et l’angle AEH est égal à CFH. 

2" De l’égalité des angles correspondants il résulte que 
1° les angles alternes-internes sont égaux; 2° les angles 
al ternes-externes le sont aussi ; 3° les angles intérieurs 
sont supplémentaires; 4° les angles extérieurs le sont 
aussi. 

Scholie. — Les propositions contraires des deux proposi- 
tions précédentes sont vraies. Euclide admet comme évident 
que deux droites se rencontrent lorsqu’elles forment avec 
une sécante deux angles intérieurs dont la somme est 
moindre que deux droits; aussi cette proposition est connue 
sous le nom de Postulatum d’Euclide. 




THÉORÈME IV. 



Deux angles dont les côtés sont parallèles deux à deux sont 
égaux ou supplémentaires. 

.Considérons d’abord les angles ABC, 
DEF dont les côtés sont parallèles et 
dirigés dans le même sens; ces angles 
sont égaux. En effet, prolongeons DE 
jusqu’à la rencontre de BC; les angles 
ABC, DGC sont égaux comme corres- 




pondants ; les angles DEF, DGC le sont aussi par la même 
raison. Donc l’angle ABC est égal à DEF. 
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Soient, en second lien, les angles APC, 1IEC. dont les 
côtés sont parallèles et dirigés en sens contraire; ces angles 
sont égaux. Car on a l’angle ABC égal à DEF et l’angle DEF 
égal à HEG. Donc ABC et HEG sont égaux. 

Je dis enfin que les angles ABC, DEH qui ont les côtés 
AB, ED parallèles et dirigés dans le même sens et les côtés 
BC, EH parallèles et dirigés en sens contraire, sont supplé- 
mentaires. En effet, l’angle ABC est égal à DEF, supplément 
de DEH. Donc ABC et DEH sont supplémentaires. 



THEORKiHK V. 



Deux angles qui ont les côtés perpendiculaires deux à deux 
sont égaux ou supplémentaires. 

Soient ABC, DEF deux angles de 
même espèce dont les côtés sont 
perpendiculaires chacun à chacun ; 
je dis qu’ils sont égaux. En effet, je 
trace BH parallèle à EF et dans le 
même sens, BK parallèle à ED et 
aussi dans le même sens ; donc 
l’angle KBH est égal à DEF. Les angles ABK, CBH étant 
droits, chacun des angles KBH, ABC a pour complément 
ABU. Donc ces angles sont égaux ; donc ABC est égal à DEF. 

L’angle DEG, supplément de DEF et l’angle ABC ont aussi 
leurs côtés perpendiculaires; mais ils sont supplémentaires. 




* 




CHAPITRE V. 

Des Triangles. 



On appelle triangle la portion de plan comprise entre 
trois droites qui se rencontrent deux & deux. Les parties 
AB, BC, AC de ces droites comprises entre les points d’inter- 
section sont les côtés du triangle. Les angles que forment 
ces lignes et Jes sommets de ces angles sont appelés les 
angles et les sommets du triangle. 

On distingue dans un triangle six éléments : trois côtés 
et trois angles. — Le triangle est équilatéral ou équiangle lors- 
que les trois côtés ou les trois angles sont égaux. 11 est 
isocèle s’il a deux côtés égaux. On l’appelle rectangle lors- 
qu’il a un angle droit. Le côté opposé à l’angle droit a reçu 
le nom à'hypothèmse. 



THÉORÈME I. 

Chaque côté d’un triangle est moindre que la somme des 
deux autres. 

, En effet, chaque côté AC est moindre que 
la ligne brisée AB-|- BCformée par les deux 
autres. 

Scholie. — Si on remarque qu’on peut écrire l’inégalité 
AC<AB-fBC 
de la manière suivante : 

BC>AC— AB, 
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on a cet autre énoncé du théorème précédent : Chaque côté 
est plus grand que la différence des deux autres. 

THÉORÈME II. 

Le somme des trois angles d’un triangle quelconque est 
égale à deux angles droits. 

Prolongeons le côté AB du trian- 
gle ABC au-delà du sommet B et 
par ce point menons BE parallèle 
àAC.La somme des trois angles ad- 
jacents ABC, CBE, EBD, formés du même côté de AD sur cette 
droite, est égale à deux angles droits. Si nous remplaçons, 
dans cette égalité, l’angle CBE par ACBqui lui est égal, parce 
qu’ils sont alternes-internes, et l’angle EBD par CAB qui lui 
est égal, parce qu’ils sont correspondants, il en résulte 
que 

ABC + ACB + CAB = 2 droits. 

Corollaire 1. — L’angle CBD, formé par le côté BC et le 
prolongement BD du côté AB, est appelé extérieur. Il est 
égal à la somme des deux angles intérieurs CAB, ACB qui 
ne lui sont pas adjacents. 

Corollaire II. — Un triangle ne peut avoir qu’un angle 
droit ou qu’un angle obtus; les deux autres angles sont 
aigus. — Les deux angles aigus d’un triangle rectangle sont 
complémentaires. 

Corollaire III. — Chaque angle d’un triangle équiangle 
est égal aux deux tiers d’im angle droit. 

Corollaire IV. — Si deux angles d’un triangle sont res- 
pectivement égaux à deux angles d’un autre triangle, le 
troisième angle de l’un est aussi égal au troisième de 
l’autre. 
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THÉORÈME III. 

Deux triangles ABC, DEF sont égaux lorsqu'ils ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient le côté AB=DE,le côté AC=DF et 
A. l’angle A=D. Je dis que ces triangles sont 

/ égaux. En effet, appliquons le triangle DEF 

b c sur ABC et plaçons le point 1) sur A, le 

point E sur B; l’angle D étant égal à A, le 
côté DF prend la direction de AC et, comme 
ils ont la même longueur, leurs extrémités 
F, C coïncident. Donc les côtés EF, BC 
coïncident aussi et les deux triangles DEF , ABC sont égaux. 

Corollaire. — De l’égalité des triangles ABC, DEF on 
conclut que le côté EF est égal à BC, (pie l’angle E est égal 
à B et l’angle F à C. 




THÉORÈME IV. 

Deux triangles ABC, DEF sont égaux , s’ils ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Je suppose le côté EF = BC , l’angle E=B, l’angle F=C 
et je dis que ces triangles sont égaux. 

J’applique le triangle DEF sur ABC et je place le point E 
sur B, le point F sur C. Les deux angles E, B étant égaux, le 
côté ED prend la direction de BA; de même le côté FD prend 
la direction de CA, à cause de l’égalité des angles F et C; donc 
le point D, commun aux deux droites ED, FD, coïncide avec 
l’intersection A des deux lignes BA, CA, et les deux trian- 
gles ABC, DEF sont égaux. 

Corollaire I. — On déduit de cette démonstration l’égalité 
des angles D, A, celle des côtés DE, AB, et enfin celle des 
côtés FD, AC. 
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Corollaire II. — Deux triangles rectangles sont égaux s'ils 
ont l'hgpothénuse égale et un angle aigu égal chacun à chacun. 

Car les deux autres angles aigus de ces triangles sont 
aussi égaux, comme compléments d’angles égaux. Donc les 
triangles ont un côté égal adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun; donc ils sont égaux. 



THKOREWF. V. 



Deux triangles sont égaux s'ils ont les trois chiés égaux 
chacun à chacun. 

Soient ABC, ABD deux triangles ayant le 
côté AB commun, le côté AC égal à AD et le 
côté BC égal à BD ; je dis qu’ils sont égaux. 

En effet chacun des points A, B est égale- 
ment distant de C et de D ; donc la droite AB 
est perpendiculaire au milieu de CD. Si 
j’applique le triangle DAB sur CAB, en le faisant tourner 
autour de AB, la droite ED prend la direction de EC et 
leurs extrémités D, C coïncident parce que ces lignes sont 
perpendiculaires à AB et égales entre elles. Donc le côté 
DB coïncide avec CB et le côté DA avec CA ; donc les trian- 
gles sont égaux. 




Corollaire 1. — De l’égalité des deux triangles résultecelle 
des angles opposés aux côtés égaux. 



Corollaire II. — Deux triangles rectangles sont égaux s'ils 
ont l’hypolhénuse égale et un autre côté égal chacun à chacun. 
A Soient ABC, A1)C deux triangles reetan- 

A gles ayant le côté commun AC et les hvpo- 
thénuses AB, AD égales. Les angles ACB, 
ACD étant droits, la ligne BCD est droite et 
» c b les deux obliques égales AB, AD s’écartent 
également de la perpendiculaire AC. Donc le côté BC est égal à 
DCctlesdeux triangles ont troiscôtés égaux chacun à chacun. 



* 
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A. Schülie. — Deux triangles qui ont les an- 

/ \ gles égaux chacun à chacun ne sont pas né- 
/ \ cessairement égaux ; car si on trace une pa- 

L — rallèle à l’un des côtés d’un triangle, on en 

forme un autre dont les angles sont égaux à ceux du pre- 
mier, sans que ces triangles soient égaux entre eux. 



THKOREMX TI. 

• 

Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux 
côtés égaux, le côté opposé au plus grand des deux angles est plus 
grand que celui qui est opposé à l’autre angle. 

Soient les deux triangles ABC, ABD 
qui ont lo côté AB commun, le côté AC 
/ \\ «gai à AI) et l’angle BAC plus grand 

/ \ \ ‘lue BAD, je dis que le côté BC est plus 

/ \ \ grand que BD. Je divise l’angle CAD 

c ^ en deux parties égales par la droite 

E AE. Cette ligne, située dans l’angle CAB 

qui est plus grand que BAD, rencontre 
le côté BC au point E, que je joins à D par la droite DE. 
Les deux triangles CAE, DAE ayant un angle égal compris 
entre deux côtés égaux, sont égaux et CE = DE. Or on a 
BD<BE + ED ou BD<BE+EC; donc BD est moindre 
que BC. 



Corollaire. — Si deux triangles ont un côté inégal et les 
deux autres égaux chacun à chacun, l’angle opposé au plus 
grand côté est plus grand que l’angle opposé à l’autre côté. 

Cette réciproque est une conséquence évidente des deux 
propositions précédentes. 

THÉORÈME TII. 

Si un triangle ABC a deux angles égaux, ABC, ACB, les 
côtés AC, AB opposés à ces angles sont égaux. 
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Divisez l'angle BAC en deux parties égales 
par la droite AD. L’angle BAD étant égal «à 
CAD et l’angle A BD à ACD par hypothèse, le 
troisième angle ADB du triangle ÀBD est égal 
au troisième angle ADC du triangle ACD ; 
donc ces triangles, qui ont un côté commun 
AD adjacent à deux angles égaux, sont égaux et l’on a le 
côté AB égal à AC. 

CoROLLAiRE.^^a bissectrice AD de l’angle BAC di<fse en 
deux parties égales le côté opposé IÎC et lui est perpendi- 
culaire. 




Scholii.— Un trianglo équiangle est équilatéral. 

THCORÈMÈ VIII. 

Si un triangle ABC a deux angles inégaux BAC, BCA, le 
côté BC, opposé au plus grand angle BAC, est plus grand que 
le côté AB, opposé à l'autre angle. 

Tracez, par le point A, dans l’angle BAC, la 
A_ droite AD, de telle sorte que l’angle DAC soit 
/ /\ égal à BCA. Le triangle ADC ayant deux angles 
/ \ égaux, les côtés DA, DC, opposés à ces angles, 

£. — sont égaux. Or on a, dans le triangle ABD, le 

côté AB < AD.+ BD ; donc AB est aussi moindre 
que CD + BD ou BC. 

Schoue. — Les réciproques des deux propositions précé- 
dentes sont évidentes. Ainsi ; 1° dans un triangle qui a deux 
côtés égaux , les angles opposés sont égaux.— Un triangle équi- 
latéral est équiangle. — Dans tout triangle, de deux côtés in- 
égaux le plus grand est opposé au plus grand angle. 
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Des Polygones. 



On appelle polygone une portion de plan terminée par des 
lignes droites. Ces lignes sont les côtés de cette figure, et 
leur ensemble forme le contour ou le périmètre du polygone. 

Les angles et les sommets d’un polygone sont les angles 
formés par ses côtés et les sommets de ses angles. 

Un polygone est régulier lorsqu’il a ses côtés égaux et ses 
angles égaux. 

Le polygone de trois côtés est le triangle. Celui de quatre 
s’appelle quadrilatère; celui de cinq, pentagone ; celui de 
six, hexagone; etc. 

Un polygone est convexe, lorsqu’il est tout entier d’un 
même côté des droites, indéfiniment prolongées, qui le ter- 
minent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est concave. 

Le périmètre d’un polygone convexe 
ABCDE ne peut être rencontré en plus 
de deux points par une ligne droite MN. 
Soient G et F les points dans lesquels 
MN traverse les deux côtés AB, CD ; je 
dis qu’elle ne peut rencontrer le péri- 
mètre en d’autres points. En effet, les 
deux points G, F sont d’un même côté de 
chacune des droites DE, AE, etc. Donc la ligne GF ne ren- 
contre aucune de ces droites. 

On donne le nom de diagonale à la droite qui joint deux 
sommets non consécutifs d’un polygone. 
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On distingue parmi les quadrilatères: 
le trapèze, dont deux côtés sont paral- 
lèles; le parallélogramme, dont les côtés 
opposés sont parallèles ; le losange, qui 
a les côtés égaux et les angles inégaux ; 
le rectangle, dont les angles sont égaux 
et les côtés inégaux ; enfin le carré, qui 
a les côtés égaux et les angles égaux. 



V , , 

THFORIIME I. 



i 



. La somme des angles intérieurs d'un 
polygone convexe est égale à autant de fois 
deux angles droits qu'il y a d'unités dans 
le nombre des côtés, diminué de deux. 




Traçons, dans le polygone ABCÜ, etc., 
par le sommet A, les diagonales AC, AI), 
etc.; nous décomposons le polygone en 
autant de triangles qu’il a de côtés, 
moins deux. Car ces triangles ont le 
point A pour sommet commun et pour 
bases les différents côtés du polygone, à l’exception des deux 
côtés AB, AF. La somme des angles de chaque triangle 
étant égale à deux droits, celle des angles de tous les 
triangles est égale à deux droits répétés autant de fois qu’il 
y a de triangles. Or Ja somme des angles du polygone est 
la même que celle des angles de tous les triangles; donc elle 
est égale à autant de fois deux droits qu’il y a d’unités dans 
le nombre des côtés, moins deux. 



Corollaire. — n étant le nombre des côtés du polygone, 
la somme de ses angles est égale à 2 (n — 2) droits, ou à 
(2 n — 4) droits. 



Sciiolie. — La somme des angles d’un quadrilatère est 
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égale à quatre droits. Doue chacun des angles du rect- 
angle ou du carré est droit. 



THEOREME II. 



La somme des angles qu'on forme à l'extérieur d'un polygone , 
en prolongeant les côtés dans le même sens , est égale à quatre 
droits. 

Chaque angle extérieur, tel que 
\VBC, étant le supplément de son 
adjacent intérieur ABC, la somme 
des angles, tant 'extérieurs qu’in- 
térieurs, est égale à deux angles 
droits, répétés autant de fois qu’il 
y a de sommets dans le polygone ; 
donc cette somme est égale à 2 n droits, n étant le nombre 
des côtés. Or les angles intérieurs valent ensemble 2 n — 4 
droits ; donc l’excès de 2 n droits sur (2 n — 4) droits, c’est- 
à-dire quatre droits, représente la somme des angles exté- 
rieurs. 




THEOREME III. 



lieux polygones de même espère sont égaux lorsque, à l ex- 
ception de deux côtés consécutifs et de leui angle, les autres par- 
ties, côtés et angles, sont égaleset disposées dans le même ordre. 

Considérons les deux 
pentagones ABCDE, A'B* 
C’D’E'. Soient le côté AB 
= A'B', BC = B'C', CD = 
CD’', et l’angle A^=A', 
B=B', C=C', D = D'. 
Pour démontrer l’égalité de ces polygones, superposons les 
angles égaux E'A'B',EAB; les côtés A B', AB étant égaux, le 
point B' coïncide avec B et, à cause de l’égalité des angles 
B", B, !ô eôté B'C’ prend la direction de BC. Or B'C' est égal 
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à BC, donc le point G' s’applique sur C et le côté C'D' se 
dirige suivant CD. Ces côtés étant égaux, les angles D',D l’é- 
tant aussi, le point D' coïncide avec 1) et le côté D'E' prend 
la direction de DE. Donc les sommets E',E coïncident et 
les deux polygones sont égaux. 

Schoi ie. — L’égalité des deux polygones de n côtés est une 
conséquence de l’égalité de n — 2 côtés et n — 1 angles; 
donc elle dépend de 2 n — 3 conditions différentes. 

- * 

THÉORÈME IV. 

\ 

Deux polygones de même espèce sont égaux lorsque, à l'excep- 
tion d'un côté et des deux angles adjacents, les autres parties 
sont égales et disposées dans le même ordre. 

On démontre ce théorème par la superposition directe des 
deux polygones. 



THÉORÈME V. 

Deux polygones de même espèce sont égaux lorsque, à l'ex- 
ception de trois angles consécutifs, les autres parties sont égales 
et disposées dans le même ordre. 

Même genre de démonstration. 

THÉORÈME VI. 

• 

u Les côtés opposés d’un parallélogramme sont égaux ; les angles 
* opposés le sont aussi. 

Traçons la diagonale AC du parallé- * 
logramme ABCD; les deux triangles 
ABC, ADC ont le côté AC commun, 
l’angle BAC est égal à ACD, parce qu’ils 
sont alternes-internes par rapport aux parallèles AB, CD. 

Les angles BCA, DAC sont égaux par la môme raison; donc 
les triangles ABC, ADC sont égaux ; donc le côté AB est égal 
à DC et le côté BC à AD. 




. * 
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L<?s angles DAB, BCD sont égaux comme ayant leurs côtés 
jiaralléles et dirigés en sens contraire. 11 en est de même 
«les angles B et U. 



Corollaire I. — Les parallèles AB, Cl) comprises entre 
deux droites parallèles DA, BC sont égales. 

« 

Corollaire IL— Deux parallèles AB, CD sont partout éga- 
lement distantes. 

r a ‘En effet, si de deux points quelcon- 

coii(|ues E, F de AB on trace les per- 
— jj pcndiculaires EG, FH sur CD, ces droites 
sont parallèles et égales, comme étant 
comprises entre deux parallèles. 



THEOREME VII. 



Un quadrilatère ABCD est un parallélogramme, si les côtés 
ou les angles opposés sont égaux. 



1° Soient le côté AB=CI) et le côté 
AÜ=BC. La diagonale AC divise la li- 
gure en «leux triangles égaux, parce 
qu'ils ont les trois côtés égaux chacun 
à chacun; donc les angles BAC, DCA, 
opposés aux côtés BC, AD, sont égaux. Or ils sont alternes- 
intcTiics par rapport à AB et CD; donc ces côtés sont paral- 
lèles. De même AD est parallèle à BC. 

2° Soient l’angle A = G et l’angle B = D ; on en déduit 
A+B=C-H), c’est-à-dire que la somme des deux angles A 
et B est égale à la moitié de la somme des quatre angles du 
quadrilatère; donc les deux angles A et B sont supplé- 
mentaires. Or ces angles sont intérieurs par rapport aux 
droites AD, BC, donc ces lignes sont parallèles. De même 
AB est parallèle à CD. 
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Corollaire 1. — Le losange est un parallélogramme, 
puisque les côtés opposés sont égaux. 

* 

Corollaire 2. — Le rectangle est un parallélogramme, 
puisque les angles opposés sont égaux. — Le carré est à la 
lois un losange et un rectangle. 

THKORÈNi: VIII. 

Un quadrilatère est un parallélogramme, lorsque deux côtés 
opposés sont égaux et parallèles. 

Soit le côté AB égal et parallèle à DC. 
La diagonale AC divise le quadrilatère en 
deux triangles ABC, ADC qui ont un 
angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun à chacun. Ces triangles 
étant égaux, les angles ACB, CAB, opposés aux côtés AB, 
CD, sont égaux aussi. Or ces angles sont alternes-internes 
par rapport aux droites CB, AD : donc ces lignes sont pa- 
rallèles. 

THÉORÈME IX. 

Les diagonales d’un parallélogramme sont inégales et se divi- 
sent mutuellement en deux parties égales. 

1" Les deux triangles ADC, BCD onl 
le côté DC commun, les côtés AD, BC 
égaux et l’angle ADC moindre quéDCB. 
Donc le côté AC est moindre que BD. 

' 2* Les deux triangles ABE, CDE sont 

égaux, parce que le côté AB=CD, l’angle ABË = CDE et 
l’angle BAE = DCE. Donc le côté AE, opposé à l’angle ABE, 
est égal à CE, opposé à l’angle CDE. De môme le côté 
BE=DE. 

Corollaire 1. — Les angles ADC, BCD étant droits dans le 

3 
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rectangle, les deux triangles ADC, BCD sont égaux et les 

diagonales AC, BD sont égales. 

Corollaire 2. — Si le parallélogramme est un losange , 
la diagonale BD, ayant deux points B, D également éloignés 
des extrémités de AC, est perpendiculaire au milieu de 
cette droite. Donc les diagonales d’un losange sont perpen- 
diculaires l’une sur l’autre. 

Corollaire 3. — Les diagonales du carré sont égales et 
perpendiculaires l’une à l’autre. 

Scholie général. — Deux parallélogrammes sont égaux 
lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun.— ‘Deux rectangles sont égaux s’ils ont 
deux côtés égaux chacun à chacun. — Deux losanges sont 
égaux s’ils ont un côté et un angle égal chacun à chacun. — 
Deux carrés sont égaux s’ils ont un côté égal. 
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LIVRE II. 

DE L4 CIRCONFÉRENCE DIT CERCLE* 



CHAPITRE I. 

Du Diamètre et des Cordes. 



On appelle cercle la portion de plan terminée par une 
ligne courbe dont tous les points sont également éloignés 
d’un point situé à l’intérieur du cercle et nommé centre r 
Cette ligne courbe est la circonférence du cercle. 

On donne le nom de rayon à toute droite 

0 AC qui joint le centre C à un point quelcon- 
que A de la circonférence. Tous les rayons 
d’un cercle sont égaux. 

Un arc est une portion quelconque AMB de 
la circonférence ; il a pour corde ou sous-ten- 
dante la droite AB, qui joint ses extrémités A et B. La corde 
AB n’a pas d’autres points que A et B, communs avec la cir- 
conférence, puisqu’on ne peut tracer, du centre à cette 
droite, plus de deux obliques égales au rayon. 

Une corde appartient à deux arcs dont la réunion forme 
la circonférence. Nous ne considérerons, en général, que 
le plus petit de ces arcs. 

On donne le nom de diamètre à toute corde qui passe par 
le centre. Tous les diamètres sont égaux, puisque chacun 
d’eux est le double du rayon. 
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On appelle segment de cercle la portion de plan comprise 
entre un arc et sa corde ; — secteur, la partie du cercle com- 
prise entre deux rayons. 



THÉORÈME I. 



1° Le diamètre est la plus grande corde du cercle; 

2° Il divise en deux parties égales le cercle et sa circonfé- 



rence. 




I e Soit AB une corde quelconque; tra- 
çons le diamètre AD et le rayon CB, nous 
avons dans le triangle ACB : 

AB < AC + CB, 
ou AB < AD. 



2» Faisons tourner la partie ABD du cercle autour de AD, 
jusqu’à ce-qu’elle s’applique sur AED ; les deux arcs ABD, 
AED doivent coïncider, sinon ils auraient des points inéga- 
lement éloignés du centre ; donc le diamètre AD divise la 
circonférence et le cercle en deux parties égales. 

THÉORÈME II. 



% 



Le diamètre DE , perpendiculaire à une corde AB, divise en 
deux parties égales cette corde et les arcs quelle sous-tend. 

Plions la ligure suivant le diamètre DE et 
p-^ appliquons lé demi-cercle DAE sur DBE; 
f \ Tare DAE coïncide avec DBE. Les angles AFE, 

( c ) BFE étant droits, la ligne FA prend la direc- 
F"/ 11 tion de FB et le point A coïncide avec B; 
a donc la droite AF est égale à BF, l’arc AD 
égal à BD, et l’arc AE à BE. 



Scholie.— L e centre d’un cercle, le milieu d’une corde et 
les milieux de deux arcs qu’elle sous-tend, sont sur une 
même droite perpendiculaire à la corde. 
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Corollaire. — Le lieu des milieux des cordes parallèles à 
une droile donnée est le diamètre perpendiculaire à cette 
droite. 



THEOREME III. 



Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , 1° les arcs 
égaux ont des cordes égales; 2° ces cordes sont également éloi- 
gnées du centre; 5° les angles qui ont leur sommet au centre et 
qui interceptent ces arcs sont égaux. 

1° Soient AB, EF deux arcs égaux, pris sur 
les circonférences égales CA, GE. Je place le 
centre G sur C et le point E sur A; les deux 
circonférences coïncidant et les arcs EF, AB 
étant égaux, le point F s’applique sur B. 
Donc les cordes EF, AB sont égales. 

2* Les deux cordes EF, AB étant super- 
posées, leurs milieux H, D coïncident, et la 
perpendiculaire GH, menée du centre G sur 
EF, est égale à la perpendiculaire CD, tracée 
du centre C sur AB. Donc les cordes EF, AB sont également 
éloignées du centre. 

3' Le rayon GE coïncidant avec CAet le rayon GF avec 
CB, les deux angles EGF, ACB sont égaux. 




THÉORÈME IV. 

Dans le même cercle et dans des cercles égaux, si deux arcs, 
moindres qu’une demi-circonférence, sont inégaux, 1° le plus 
grand est sous-tendu par la plus grande corde; T cette corde 
est la pim rapprochée du centre ; 3° l’angle au centre qui in- 
tercepte cet arc est le pim grand. 

Soient la circonférence'CA égale à la circonférence OL et 
l’arc AB plus grand que LM. Je prends sur AB un arc AD 
égal à LM; les cordes AD, LM sont égales. 
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1“ Je dis que la corde AB est plus grande 
que AD; car dans les triangles AG B, ACD 
l’angle ACB est plus grand que ACD et les 
côtés' AC, CB sont égaux aux côtés AC, CD. 
Donc le côté AB, opposé à l’angle ACB, est 
plus grand que AD, opposé à l’angle ACD. 

2* Je trace CG perpendiculaire sur AB et 
CK perpendiculaire sur AD. Le milieu de AD 
et le centre étimt de différents côtés de AB, la 
droite CK rencontre AB en un point H, et l’on 
a la perpendiculaire CG sur AB, plus courte que l’oblique 
GH; Donc, à fortiori, CG est moindre que CK. 

3° 11 est évident que l’angle ACB est plus grand que ACD. 




Scholie. — Les réciproques des deux propositions précé- 
dentes sont traies, en ne considérant toutefois que des ares 
moindres qü’Urte demi-circonférence; car, pour les arcs 
plus grands, les cordes décroissent à mesure que les arcs 
croissent. 



THÉORÊIIÉE ▼- 



Par trois points A, B, C, non situés sur la mime droite, on 
peut faire passer une circonférence et on ne peut en traceï 
qu’une. 




Je trace les droites AB, BC et par les 
milieux D, E de ces lignes je tire DF per- 
pendiculaire sur AB, EG perpendiculaire 
sur BC. Les droites DF, EG doivent sè ren- 
contrer ; car si on les supposait parallèles, 
les perpendiculaires AB, BC tracées par le même point B 
sur ces parallèles devraient coïncider et les trois points A, 
B, C seraient en ligne droite, ce qui contredit l’hypothèse. 

Soit H le lieu de l’intersection des droites DF, EG. Ce 
point, appartenant à chacune des perpendiculaires DF, EG, 
menées par les milieux de AB et BC, est également distant 



'•X 
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des points A, B, C. C’est le seul point jouissant de cette pro- 
priété ; car tout autre est extérieur au moins à l’une des 
droites DF, EG; par conséquent il se trouve à des distances 
inégales de A, B, C. 

Donc la circonférence, décrite du point H comme centre 
avec le rayon AH, passe par les points A, B, C, et c’est la 
seule, parce qu’il n’y a qu’un point également distant des 
points A, B, C. 

Corollaire. — Deux circonférences qui ont trois points 
communs coïncident. 
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De la Tangente. 



■ ! ■ | 



Lorsqu’une ligne droite AD ren- 
contre une circonférence en deux 
points B, C, on dit qu’elle est sé- 
cante. Si on la fait tourner autour 
de l’un des points d’intersection, 
B par exemple, jusqu’à ce que 
l’autre C coïncide avec B, la sécante devient tangente à la cir- 
conférence. 11 résulte de cette définition que la tangente n’a 
qu’un point commun avec la circonférence. 

TUF.ORÈMK I. 

» 

La tangente BD à la circonférence CA est perpendiculaire 
au rayon CA du point de contact A . 

En effet, menons par le point A la 
sécante AE, traçons par le centre la 
perpendiculaire CF sur AE et faisons 
tourner la sécante autour du point A, 
jusqu’à ce que le point E, se confon- 
. dant avec A, la droite AE coïncide avec 
la tangente BD. Dans toutes les positions de AE, la perpen- 
diculaire CF passe par le milieu delà corde AE; donc elle 
prend la direction du rayon CA, lorsque le point E coïncide 
avec A, et la tangente BD est perpendiculaire au rayon CA. 
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Corollaire. — Par un point (l’une circonférence on ne 
l>eut tracer qu’une tangente. 

Scholie. — La tangente est parallèle aux cordes que le dia- 
mètre, qui passe par le |>oint de contact, divise en deux par- 
ties égales. 



THKORKMK II. 



Deux lignes droites parallèles interceptent sur la circonfé 
rente des arcs égaux. 




1 • Si les deux parallèles sont les sé- 
cantes BC,DE, le diamètre AH, perpen- 
diculaire à ces droites, divise en deux 
parties égales chacun des arcs BAC, 
DAE qu’elles sous-tendent, c’est-à-dire 
que l’on a 

AB=AC 



et AB + BD=AC+CE; 

donc arc BI) = arc CE. 

2° Si l’une des parallèles est la tangente FG et l’autre la 
sécante BC, le rayon OA du point de contact de la tangente 
est perpendiculaire à cette droite et à sa parallèle BC. Donc 
il divise l’arc BAC en deux parties égales AB, AC. 

3° Lorsque les deux parallèles sont tangentes, elles sont 
perpendiculaires au même diamètre AH et l’arc ABH est 
égal à ACH. 



I 



Digitized by Google 



f 




CHAPITRE IIÏ. 

Distance d’an Paint à nne Circonférence. 
Intersection et contact de deux cercles. 





c 


It 


\ 



On appelle normale à une courbe la per- 
pendiculaire AC, menée à la tangente AB 
par le point de contact A. 

Lorsque la courbe est une circonférence, 
la normale coïncide avec la direction du 
rayon perpendiculaire à la tangente; donc elle passe par 
le centre. Pour tracer une normale au cercle par un point 
A intérieur ou extérieur, on joint ce 
point au centre C par |une droite. Cette 
ligne prolongée rencontre la circonfé- 
rence en deux points B, D, aux tangen- 
tes desquels elle est perpendiculaire; 
donc on a deux normales AB, AD dont les directions coïn- 
cident. 

Les droites qui joignent le point A aux autres points E, 
F, etc. de la circonférence n’étant pas perpendiculaires aux 
tangentes en ces points, je leur donnerai le nom d 'obliques 
et je dirai qu’elles s’écartent également ou inégalement 
d’une normale, lorsque les arcs compris entre cette normale 
et les extrémités des obliques seront égaux ou inégaux. 




Deux circonférences sont sécantes lorsqu’elles ont deux 
points communs ; au contraire, elles sont tangentes en un 
Itoint lorsqu'on ce point elles ont une tangente commune. 



Digitized by Google 



(î 




LIVRE II, CHAP. III. i3 

Les centres des circonférënces et le point de contact sont en 
ligne droite. 

THÉORÈME t. 

St d’un point A on trace les deux normales et une oblique 
quelconque AE à la. drcqpférence BC, l' obliqué est plus grande 
que Vune des normales et moindre que l'autre. 

1* En supposant d’abord le |>oint A 
extérieur au cercle et joignant le 
centre au point E; on a, dans le trian- 
gle AEC, 

AE+EOAB+BC 
et EC=BC, 

donc l’oblique AE est plus grande que la normale AB. 

On a aussi AE<AC+CE; or CE est égale à CD, doiic 
l’oblique AE est moindre que la normale AD. 

2' Si le point A est intérieur au cercle, on a 
-*cAE+AC>EG 

ou + AC > AB + AC : 

donc AE est plus grande que AB. 

De même AE est moindre que AC+CE ou AD. 

Scholie. — La normale AB est la plus courte distance et la 
normale AD la plus grande distance du point A à la circon- 
férence'. 




THÉORÈME II. 

SI d'un point A on trace les normales et différentes obli- 
ques à une circonférence , 

1° Deux obliques également éloignées d'une normale sont 
égales ; 

T lie deux obliques inégalement éloignées de la normale mi- 
nima, la plut grande est la plus éloignée. 
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1° Soit AB la normale minima, menée 
du point A à la circonférence BC; prenons, 
à partir de B, deux arcs égaux BE, BF et 
joignons leurs extrémités E, F au point 
A ; les deux obliques AE, AF sont égales. 
En effet, les arcs BE, BF étant égaux, les angles au centre 
ACE, ACF qui les interceptent sont égaux;, donc les triangles 
ACE, ACF ont un angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun et sont égaux. Donc AE est égale à AF. 

2° Si l’arc BC est plus grand que BF, l’oblique AG est plus 
grande que AF ; car l’angle ACG est plus grand que ACF et 
les deux triangles ACG, ACF ont un angle inégal compris 
entre deux côtés égaux ; donc le côté AG, opposé à l’angle 
ACG, est plus grand que AF, opposé à l’angle ACF. 

Scholie. — Par un point on ne peut tracer à une circon- 
férence que deux obliques égales. 

THÉORÈME 111. 



Deux circonférences sont extérieures l’une à l’autre, lorsque 
la distance de leurs centres est plus grande que la somme de 
leurs rayons. 

Soient A le centre et AB le rayon 
de l’un des cercles; prenez, sur le 
prolongement de AB, la droite BC 
égale à l’excès de la distance des cen- 
tres sur la somme des rayons et la 
ligne CD égale au rayon du second cercle; le point D sera le 
centre de ce cercle. Or DC est moindre que la normale mi- 
nima DB, menée de D à la circonférence AB ; donc la circon- 
férence CD a tous ses points extérieurs à la circonférence AB. 




THEOREME IV. 



Deux circonférences sont tangentes extérieurement, si la dis- 
tance de leurs centres est égale à la somme de leurs rayons. 
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Soient A le centre et AB le rayon de 
l’un des cercles ; je prends, sur le pro- 
longement de AB, la droite BC égale au 
rayon de l’autre cercle, qui aura pour 
centre le point C. Or CB est égale à la 
normale minima, menée de C à circonférence AB; donc la 
circonférence CB a le point B commun avec la circonférence 
AB et tous ses autres points extérieurs au cercle AB. 




La perpendiculaire BD, tracée par le point B sur la droite 
AC est tangente aux deux cercles ; donc les circonférences 
sont tangentes extérieurement. 

" THÉORÈIME V. 



Deux circonférences sont sécantes, lorsque la distance des 
centres est moindre que la somme des rayons et plus grande 
que leur différence. 




Soient A le centre et AB le rayon 
de la plus petite des deux circon- 
férences. Prenons , à partir de A sur 
AB, une droite AC égale à la distance 
des centres et supposons le point C 
extérieur au cercle AB. Le rayon du 
second cercle est plus grand que la normale minima'CB et 
moindre que la normale maxima CD, menées de Cà la cir- 
conférence AB, puisque la distance AC des centres est 
moindre que la somme des rayons et plus grande que leur 
différence. Donc la circonférence C a deux points E, F com- 
muns avec la circonférence AB, et l’un des deux arcs dont 
ces points sont les extrémités est intérieur à la circonférence 
AB, tandis que l’autre est extérieur. 



On prouverait de même que les deux circonférences se 
coupent, en supfS^nt le point C à l’intérieur de la circom 
férence AB ou sur<Süftc ligne. 



* 
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Couollaire. — La droite AC, qui passe par les centres, esi 
perpendiculaire au milieu de la droite EF qui joint les deux 
[«oints d’intersection. 

Car chacun des deux centres est également éloigné des 
deux points E, F- 

• 

TBÉORÉMK VI. 

Deux circonférences sont tangentes intérieurement, lorsque 
la distance de leurs centres est égale à la différence de leurs 
rayons. 

Soient A le centre et AB le rayon du plus 
grand des deux cercles ; prenons BC égal au 
rayon de l’autre cercle, qui aura son cen- 
tre an point C. Or le rayon CB est égal à 
la normale minima menée de C à la cir- 
conférence AB; donc le point B est com- 
mun aux deux circonférences et les autres points de la 
circonférence CB sont intérieurs au cercle AB. 

Éa perpendiculaire BD, menée par B sur AB, est tangente 
aux deux cercles ; donc les circonférences sont tangentes 
intérieurement. 

théorème vii. 

Deux circonférences sont intérieures l'une à l'autre lorsque la 
distance de leurs centres est moindre que la différence de leurs 
rayons. 

Soient A le centre et AB le rayon du plus 
grand des deux cercles; la somme de la dis- 
tance des centres et du rayon du plus petit . 
cercle étant moindre, par hypothèse, que le 
rayon AB, si on prend sur AAla droite AC 
égale à la distance des centres et CD égahfcau rayon du se- 
cond cercle, le point D se trouve à l’intéaieur du cercle AB. 

• 





J 
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Or le rayon CD est moindre que la normale minimaCB, me- 
née de C à la circonférence AB; donc la^eircqnférence CD 
est intérieure à la circonférence AB. 

Scholie. — Les réciproques des cinq théorèmes précédents 
sont évidentes. 





m- 



. i t 
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CHAPITRE IV. 

t 

Mesure des Angles. 



nii oHi ni i. 



Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, le rapport de 

deux arcs AB, A'B' est égal à celui des deux angles au centre 

ACB, A'C'B' qui interceptent ces arcs. 

Supposons d’abord les arcs AB, A'B ( com- 

mensurables. Nous trouverons leur plus 

grande commune mesure AD par le procédé 

j. <|ue nous avons donné pour deux lignes 

droites ; si l’arc AD est contenu trois fois dans 

, , AB 

AB et cinq fois dans A'B', le rapport -^7 



t 



1 i>_ E „ 

K\TA 



v 




Sera égal à -jr. L’are AB étant divisé en trois 

i a 

parties égales à AD et l’arc A'B' en cinq parties 
égales aussi à AD, joignons les points de di vi- 
sion de AB au centre C et ceux de A'B' au centre 0'. Les arcs 
AD, DE, etc., A'D', Ü'E', etc., étant égaux, les angles au cen- 
tre ACD, DCE, etc., A'C'D', D'C'E', etc., qui les interceptent, 
le sont aussi; donc l’angle ACD est contenu trois fois dans 
ACB et cinq fois dans A'C'B', et l’on a 
ACB _ 3 _ AB 
A'C'B' ¥ A'B'" 



Si les arcs AB, A'B' n’ont pas de commune mesure, divi- 
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sons l’arc A'B' en un nonibre quelconque de parties égales, 
dix par exemple; l’arc AB sera compris entre deux multiples 
consécutifs de A'D', qui est le dixième de A' B', tels que B A'D' et 
\B G 

7 A'B’; donc le rapport — - est plus grand que — et moindre 





que 77 . Joignons les points de division de 

l’arc A'B' au centre C' et ceux de AB au centre 
C. L’angle A'C'B' est contenu dix fois exacte- 
ment dans l’angle A'C'B' et l’angle ACB est 
plus grand que 6 A'C'B’, mais moindre que 



7 A'C'l)’ ; donc 



le 



rapport 



ACB 

A'C'B' 



est com- 



|j y 

pris entre les nombres — - et et les 

10 10 



deux rapports contiennent le même nombre de 

AB A u D s 

dixièmes. On prouverait de meme qu’ils contiennent le 
même nombre d’unités d'un ordre quelconque; donc ces 
rapports sont égaux. 



Schome I. — On démontre de même que le rapport des deux 
arcs AB, A'B' est égal à celui des secteurs ACB, A'C'B'. 




Scholie II. — Le rapport de deux arcs n’est 
pas égal à celui de leurs cordes. En effet, consi- 
dérons deux arcs AB, AC, dont le premier soit 
le double du second; la corde AB est moindre 
que la ligne brisée AC + CB, qui est le double 
de la corde AC. 



TIIÉOHKNE II. 

L’angle au centre a la même mesure que l'arc quil intercepte 
sur la circonférence. 

Je remarque d’abord que, si je trace par le centre d’une 

4 
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circonférence deux diamètres perpendiculai- 
res l’un sur l’autre, les angles au centre étant 
égaux, les quatre arcs qu’ils interceptent le 
sont aussi; de sorte qu’un angle droit dont 
le.sommet est au centre d'une circonférence 
intercepte un arc égal au quart de la circonférence. 

Mesurer un angle ACB, c’est chercher combien il contient 
d’unités d’angle et de parties de cette unité; au$si je le coui- 
a( pure à l’angle droit ACD que je prends 

Z' I ' pour unité. Pour faciliter cette comparai- 
U-X- son, je décris une circonférence du soni- 
j U met G comme oentre avec un rayon quel- 
_ . ' conque. Le rapport des angles au centre 
étant le même que celui des arcs interceptés, on a l’égalité 
ACB _ AB 
ACD “ AD* 

Comme le rapport est le nombre abstrait qui exprime 

la mesure de l’angle ACB, on voit que si l'on convient de 
prendre’pour unité d’arc le quart de la circonférence, c’est- 
v AB 

a-dire AD, le rapport — sera aussi le nombre abstrait, qui 

représente la mesure de l’arc AB; et l’angle au centre ACB 
aura la même mesure que l’arc AB qu’il intercepte. 




50 



/ ! 

i 1 



Sciiome. — Pour exprimer |>lus simplement les arcs en 
nombres, on a divisé l’unitéd’arc en 90 parties égales, appe- 
lées degrés, de sorte que la circonférence entière en contient 
quatre fois 90 ou 360. 

Chaque degré a été partagé en 60 minutes; chaque mi- 
nute en 60 secondes ; donc l’unité d’arc contient 3,400 mi- 
nutes ou 324,000 secondes. 



Un arc de 7° 15' étant égal aux — de l’unité d’arc, aug- 

inenlés des — de cette unité, c’est-à-dire aux du 
.>400 o400 
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quart de la circonférence, l’angle au centre qui intercepte 
435 

cet arc est égal aux d’un angle droit. 

• u 400 

Lorsqu’un angle est tracé sur le plan d’une circonférence 
et que ses côtés sont sécants ou tangents, on peut, pour le 
mesurer, ne pas décrire une circonférence de son sommet 
comme centre et faire usage de la première circonférence. 
C’est ce que nous allons expliquer dans les propositions sui- 
vantes. 

Le sommet de l’angle peut être sur la circonférence, à 
l’intérieur ou à l’extérieur. 



TUKORÈME III. 



Tout ungle ABD, formé par une tangente BD et une corde 
BA, a pour mesure la moitié de l'arc BFA compris entre ses 
côtés. 




Je joins le centre C au point de contact 
B et je trace le diamètre FG perpendicu- 
* laire à la corde AB. L’angle ABD est égal 
à BCF, parce qu’ils ont le même complé- 
ment CBH. Or l’angle au centre BCF a 
|>our mesure l’arc BF, moitié de l’arc AB; donc l’angle ABD 
est mesuré par la moitié de l’arc AB compris entre ses côtés. 

L’angle ABE qui est égal à BCG, parce qu’ils ont des sup- 
pléments égaux, a aussi pour mesure la moitié de l’arc 
BGA compris entre ses côtés. 



K 



THKORKMF, IV. 




Tout angle ABC, inscrit dans un cercle, 
a pour mesure la moitié de l’arc AC, compris 
entre ses côtés. 

Menons la tangente BD par le sommet de 
l’angle ABC. Cet angle est égal à la diffé- 
rence des angles ABD, CBD, formés chacun 



V J 
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par une tangente et une corde. Or l'angle ABD est mesuré 
par 5 ACB, et l’angle CBD par \ CB; donc l’angle ABC a 
pour mesure { (ACB — CR), c’est-à-dire la moitié de l’arc 
AC, compris entre ses côtés. 

Corollaire. — O11 démontrerait de mèiuc que l’angle CBE, 
formé par une corde BC et le prolongement BE d’une autre 
corde AB, a pour mesure la moitié de la somme des arcs 
BC, AB compris entre ses côtés et entre leurs prolonge- 
ments. 

Scholie. — Si on joint par des droites les différents points 
d’un arc à ses extrémités, les angles ACB, ADB, etc., inscrits 
dans cet arc, sont tous égaux entre eux, 
parce qu’ils ont pour mesure la moitié du 
même arc AB, compris entre leurs côtés. 
Ou dit que l’arc est capable de l’angle 
inscrit. 

Lorsque l’arc donné est une demi-circonférence, les an- 
gles inscrits sont droits. Au contraire, ils sont aigus ou ob- 
tus, selon que l’arc dans lequel ils sont inscrits est plus 
grand ou moindre qu’une demi-circonférence. 




THÉORÈ1IE V. 



Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent 
à l’intérieur du cercle, a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs AC, DE compris entre ses côtés et leurs prolonge- 
ments. 




Traçons la corde CD; l’angle ABC, exté- 
rieur au triangle CBD, est égal à la somme 
des deux angles intérieurs ADC, BC 1 ) qui 
ont respectivement pour mesure les moitiés 
des arcs AC et DE. Donc l’angle ABC est 
mesuré par AC + DE). 



% 



Digitized by Google 



LIVRE 11, CI1AP. IV. 



53 



THÉORÈME TI. 



Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontren t 
hors du cercle, a pour mesure la moitié de la différence des 
arcs AC, DE compris entre ses côtés. 

Traçons la corde DC; dans le triangle 
DBG, l’angle intérieur ABC- est égal à la 
différence des deux angles inscrits ADC, 
DCB qui sont respectivement mesurés par 
les moitiés des arcs AC, DE. Donc l’angle 
ABC a pour mesure ^ (AC — DE). 




Scholik. — On démontrerait de même que l’angle formé 
par une tangente et une sécante ou par deux tangentes a 
pour mesure la demi-somme des arcs compris* entre ses 
côtés. 



* 
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CHAPITRE V. 



Problèmes sur les Perpendiculaires , les 
Parallèles, les Angles et les Ares. 






Problème I Tracer, par le point A, une perpendiculaire 
sur la ligne BG. 




Du point A comme centre, décrivez 
un arc de cercle qui rencontre la droite 
BC. Des deux points d'intersection B et 
G, comme centres, avec le même rayon, 
plus grand que la moitié de BC, tracez 
deux arcs qui se coupent en D et ti- 
rez la droite AD, qui est la perpendi- 
culaire demandée. 

Car chacun des points A et D est éga- 
lement éloigné des extrémités B et G 
de la droite BG. 






£ 



Problème II. — Tracer, par le point A, une parallèle à la 
droite BC. 

D’un point quelconque C de la 
droite BC comme centre, décrivez, 
avec le rayon CA, l’arc AB entre le 
point A et Ig ligne BC. Tracez, avec le 
même rayon et du point A comme 
centre, l'arc indéfini CE ; prenez sur cet arc une longueur 
CD égale à AB et tirez la droite A1), qui est la parallèle 
demandée. 



1 
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Car le quadrilatère ABCD est un parallélogramme, puisque 
les côtés opposés sont égaux. 



Problème III.—- Faire, au point E de la droite ED, un angle 
égal à 1 angle RAC. 




Des points A et E, connue centres, tra- 
cez, avec le même rayon, deux arcs BC, 
DG ; prenez sur DG une partie DF égale 
à l’arc BC compris entre les côtés de l'an- 
gle BAC et tirez la droite EF ; l’angle 
DEF est égal à BAC. 

Car les deux triangles ABC, DF.F ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun. 



Problème IV. — Diviser une ligne droite, un arc nu un angle 
en deux parties égales. 




1° Pour diviser fia droite AB en deux 
parties égales, décrivez, des points A et B 
comme centres, avec le même rayon, plus 
grand que la moitié de AB, deux arcs qui 
se rencontrent aux deux points C, D, et 
tracez la droite CD qui divise AB en 



deux parties égales au point E 



Car, chacun des points C, D étant également distant des 
extrémités de AB, la droite CD est perpendiculaire au mi- 
lieu de AB. 

2° Soit à diviser l’arc BC en deux parties 
rc r égales. 




Tracez la corde BC et divisez-la en deux 
parties égales par la perpendiculaire DE, 
qui partagera aussi l’arc BC en deux arcs 
égaux BG CG. . 



« • 
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A 



A 

/ i \ 




.‘P Pour diviser l’arc BAC eu deux parties 
égales, décrivez, du sommet A comme centre, 
avec un rayon quelconque, l’arc BC entre les 
côtés de l’angle, et tracez, par le point A, la 
perpendiculaire AI) sur la corde BC. Cette 
ligne divise l’arc BC et l’angle BAC en deux 



parties égales. 



Sçhoiie. — En appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc., d’une droite, d’un arc ou d’un angle, ou 
divise la droite, l’arc ou l'angle en f, 8, 1 1», etc., parties 
égales. 




CHAPITRE VF. 



Construction des Triangles et des 
Parallélogrammes. 



V B 

A 'v 




. 




; 



1 

I) 



Problème I. — Deux angles A et B d'un 
triangle étant donnés, trouver le troi- 
sième. 

Faites, au point C d’une droite quel- 
conque , l’angle DCE égal à A, et au 
l>oint D de la même ligne l’aqgle* 
CDE égal à B ; le troisième angle E du 
triangle CDE est l’angle demandé. 



Problème 11 . 



Ai- 

B» 



-Etant donnés deux côtés A et B d'un triangle, 
et l’angle C qu’ils forment , décrire le 
triangle. 



A 



Au point D de la droite indéfinie 
\ DE, faites l’angle EDF égal àC; pre- 
— — nez le côté DE égal à A, DF égal à 
B et tracez la droite EF. La figure 
EDF est le triangle demandé. 



Problème III . —Etant donnés un côté et deux angles d’un 
triangle, tracer le triangle. 



Si les deux angles donnés A et B sont adjacents au côté 
donné C, prenez, sur une droite indéfinie, une longueur 
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DE égale à C; faites au i*oint D l’angle 
EDF égal à À et au point E l’angle DEF 
égal à B. La figure EDF est le triangle 
demandé. 

Si les deux angles donnés ne sont 
pas adjacents au côté C, on détermi- 
nera le troisième angle du triangle el 
la question sera ramenée ad cas pré- 
cédent. 



• 

Scholie — Le problème n’est possible qu’autant que la 
somme des deux angles A et B est moindre qiurdcux droits. 

Problème IV. — Les trois côtés A, B, C d’un triangle étant 
donnés, tracer le triangle. 

Sur une droite indéfinie, prenez DE 
égale à A; du point D comme centre, 
avec un rayon égal à B, décrivez un 
arc; du point E comme centre, avec 
un rayon égal à C, tracez un autre arc 
jusqu’à la rencontre du premier, et 
joignez le point d’intersection F aux points D, E. La figure 
EDF est le triangle demandé. 




Scholie. — Le triangle n’est possible qu’autant que les 
arcs se rencontrent; donc la distance de leurs centres, c’est- 
à-dire le côté A, doit être moindre que la somme des deux 
rayons B, C et plus grande que leur différence. 

Problème V. — Deux côtés A, B d'un triangle et T angle C 
opposé au côté A é tanf^onnés, décrire le triangle. 

Le côté A peut être- plus grand ou moindre que B, ou 
égal à B. 

1" Si l’on a A>B, faites l’angle GDF égal à C; sur DG pre- 
nez DE égal à B et décrive* du point E comme centre, avec 



/ 



X 
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le rayon A, un arc qui rencontre 
DF en deux points F, II situés de 
différents côtés de D, parce que ED 
est moindre que le rayon A. Des 
deux triangles DEF, DEH le pre- 
mier satisfait seul à toutes les 
conditions du problème. 

2° Si le côté A est égal à B, le triangle n’est j>ossible 
«/ qu’autant que l’angle C est aigu. Dans 

k, cette hvpotbèse, l’arc de cercle décrit 

de E comme centre, avec le rayon À, 
passe par D,’ct l’on a DEF pour le trian- 
d 1 "' *' gle demandé. 

3" Si l’on a A <B, il faut encore que l’angle G soit aigu, 
c et alors l’arc, décrit du point E comme 
centre, avec le rayon A, rencontre DF en 
deux points F, H, situés du même côté de 
Ü, parce que ED est plus grand que le 
rayon A. Chacun des deux triangles DEF, 



\ 






Æk 



\ 



a h y 

DEH satisfait à la question. 



Si le côté A est égal à la perpendiculaire EK, tracée du 
point E sur DF, l’arc HF devient tangent à DF, et le triangle 
rectangle DEK répond à la question. 

Le problème est impossible si le côté A est moindre 
que EK. 



Problème VL — Deux côtés adjacents A et B d’un parallé- 
logramme et l'angle C qu’ils forment étant donnés, tracer le 
parallélogramme. 

c Faites l’angle EDF égal à C, prenez 

b * . \ DE égala A et DF égal à B; du point 

E comme centre, avec le rayon B, 
décrivez un arc; du point F comme 
centre, avec le rayon A, tracez fm 
11 *' autre arc. qui rencontre le premier 
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en G; tracez les droites EG, FG» Le quadrilatère DEGF est 
le parallélogramme demandé. 

Car 1* le quadrilatère est un parallélogramme, puisque 
les côtés opposés sont égaux. 

2“ Cette figure est construite avec les données de la 
question 
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Problème!) sur le Cercle. 



Problème I. — Trouver le centre d’un cercle. 




Prenez trois points A, B, C sur la circon- 
férence, tracez les cordes AB, BC et divisez 
ces droites en deux parties égales par les 
perpendiculaires DE, DF qui se rencon- 
trent au centre du cercle. 



Scholie. — Cette construction fait connaître le centre de la 
circonférence, qui passe par les sommets d’un triangle. 

Problème 11. — Tracer par deux points A et B une circonfé- 
rence telle que l'un des deux arcs , ayant la droite AB pour 
corde, soit capable d’un angle donné. 

■ Faites au point B l’angle ABE égal à 
l’angle donné; divisez en deux parties 
égales la droite AB par la perpendiculaire 
DC et menez par le point B la perpendi- 
culaire BD sur BE. Les deux droites CD, 
Bl) se rencontrent au point D. Décrivez, 
de ce point comme centre, avec le rayon 
DB, une circonférence qui est la ligne demandée. 

Car 1° elle passe par les deux |»oints A et B, puisque DA 
est égale à DB. 

2° Les angles inscrits dans l’arc AM B ont pour mesure la 
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moitié de l’arc AB et sont égaux à l’angle donné ABE, dont 
le côté BE est tangent au cercle BD. 



Problème III. — -Tracer , par le point A, une tangente au 
cercle CB. 

! Tl 

1" Si le point A est sur la circonférence, 
tracez le rayon CA et menez, par le point 
A, sur CA la perj>endiculaire AD qui est 



M 



/ 



V 



; y 

i~T 



tangente au cercle. 

2* Si le point A est extérieur au*eercle, 
tracez la droite CA et du milieu de 
cette droite comme centre, avec un 
rayon égal à \ CA, décrivez une 
circonférence qui rencontre la cir- 
conférence BC en deux points B et 
D. Tirez les droites AB, AD qui sont 



1 ‘ 



tangentes au cercle BC. 

Car, chacun des angles ABC, ADC étant droit, parce qu’il 
est inscrit dans un demi-cercle, AB est perpendiculaire à 
l’extrémité du rayon CB et AD à l’extrémité du rayon CD. 



Corollaire. — Les deux triangles rectangles ACB,ACD sont 
égaux parce qu'ils ont l’hypoténuse commune AC et les 
deux côtés CB, CD égaux; Donc AB est égal à AD et l’angle 
BAC à l’angle DAC. De là ce théorème : 

Les tangentes, tracées par le même point à un cercle, 
sont égales, et la droite qui joint ce point au centre divise 
en deux parties égales l’angle des tangentes. 



Problème IV. — Tracer un cercle tangent aux trois côtés du 
triangle ABC. 

1" Tracez les bissectrices des angles BAC, ABC; ces 
droites se rencontrent en un point I), également éloigné des 
trois côtés du triangle. Menez DU perpendiculaire sur AB 
et décrivez, du point D comme centre avec le rayon DU, 
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une circonférence qui sera tangeâte aux trois côtés du 
triangle. 




2" Tracez les bissectrices des angles extérieurs BCM, 
CBL ; ces droites se rencontrent parce que la somme des 
angles intérieurs BCE, CBE est moindre que deux droits, 
et le lieu E de leur intersection est également distant des 
trois droites AB, BC, AC. Donc, le cercle, tracé du point E 
comme centre avec le rayon EK, perpendiculaire sur AB, 
est tangent au côté BC et aux prolongements BL, CM des 
deux autres côtés. 

On prouverait de même qu’on peut tracer deux autres 
cercles tangents extérieurement aux côtés AB, AC. Donc le 
problème a quatre solutions. 

Corollaire. — Les bissectrices des angles intérieurs d’un 
triangle concourent au centre du cercle inscrit. Les bissec- 
trices de deux angles extérieurs à un triangle et celle de 
l’angle intérieur qui ne leur est pas adjacent, concourent 
au centre de l’un de trois cercles ex-inscrits. 
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P»l)gones inscrits et circonscrits. 



l'n jKtlygonc est inscrit dans un cercle lorsque ses som- 
mets sont situés sur ta circonférence. Réciproquement, le 
cercle est circonscrit au polygone. 

Au contraire, un poly gone esl circonscrit à un cercle lors- 
que ses côtés son! tangents à la circonférence. Réciproque- 
ment, le cercle est inscrit dans le polygone. 



I II I.Olt I Hl I. 



JJans tout quadrilatère inscrit les angles opposés sont supplé- 
mentaires. Réciproquement , si les angles opposés d’un quadri- 
latère sont supplémentaires, ce polygone est inscriptible. 

Soit ABCD un quadrilatère inscrit ; l’an- 
gle ABC est mesuré par la moitié de l’arc 
ADC et l'angle opposé AUC par la moitié 
de l’arc ABC; donc leur somme a pour 
mesure } (arc ADC -+- arc ABC), c’est-à-dire 
la demi-circonférence, et les angles sont 
supplémentaires. 

Réciproquement, supposons les angles ABC, ADC du qua- 
drilatère ABCD supplémentaires, et traçons une circonfé- 
rence par les trois sommets A, B, C. L’angle inscrit ABC a 
pour mesure i arc AEC, et son supplément ADC a pour 
mesure J arc ABC ; donc le sommet U est sur l’arc AEC et le 
quadrilatère est inscriptible 
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THÉORÈME II. 

Dans tout quadrilatère convexe et circonscrit A un cercle, la 
somme de deux côtés opposés est égale à celle des deux autres. 

Réciproquement, un quadrilatère convexe est circonscrip- 
tible lorsque les sommes des côtés opposés sont égales. 

B Le quadrilatère ABCD étant circonscrit 



A * 

-y 7* 




au cercle EFGH, on a 


/ 

\i 


v 


AE = AH 


A 




BE = BF 


K 

\ Ss * s -~ 




CG = CF 


V-"' 

D 




DG = DH ; 


doue 


AE + BE + CG -f DG = AH + BK + CF + DH 


ou 




AB + CD = AD + BC. 



Réciproquement, le quadrilatère ABCD 
est circonscriptible, si l’on a 
AB + CD = AD + BC 
En effet, si le cercle qui est tangent aux 
trois droites AD, AB, BC ne l’était pas au 
côté DC,je tracerais par le pointDla droite 
DE tangente; à ce cercle; le quadrilatère ABED étant cir- 
conscrit, il en résulterait 

AB + DE = AD + BC + CE 
et DC + CE > DE. 

On aurait donc 

AB + DC + CE + DE > AD + BC + CE + DE 
ou AB + DC > AD + BC, 

ce ejui contredit l’hypothèse. Donc le quadrilatère ABCD est 
circonscriptible. 

THÉORÈME III. 

Tout polygone régulier est inscriptible et circonscriptible. 

5 
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Soient AE la bissectrice de l’angle BAK et BF celle de 
l’angle ABC; la somme des angles BAE, ABF étant moindre 
que 2 droits, les lignes AE, BF concourent en un point O, 
que je dis également éloigné de tous les 
sommets du polygone. 

c En effet, les angles ABO, BAO étant 
égaux , le triangle OAB est isocèle, et le 
n côté AO est égal à BO. Je joins le sommet 
C au point 0 et j'observe que les triangles 
ABO, CBO ont un angle égal compris entre deux côtés égaux; 
donc ils sont égaux, et le côté CO est égal à AO. 

Je démontrerais de même que les droites DO, etc., sont 
égales à AO. Donc la circonférence, décrite du point O 
comme centre avec le rayon AO, passe par tous les sommets 
du polygone. 

I Les côtés AB, BC, CD, etc., 6ônt des cordes égales du cercle 
circonscrit, donc les perpendiculaires OG, OH, etc., tracées 
du centre de ce cercle sur ces cordes, sont égales ; et la 
circonférence, décrite du point O comme centre avec le 
rayon OG, est tangente aux côtés du polygone 

Scholie. — On a donné au point O le nom de centre du 
polygone régulier; celui de rayons du polygone aux droites 
OA, OB, etc.; et celui d'apothèmes aux lignes OG, OH, etc. 

On appelle angle au centre d’ün polygone régulier, l’angle 
de deux rayons consécutifs OA, OB. Les angles au centre 

sont égaux et chacun d’entre eux est égal à dr., n étant 

le nombre des côtés du polygone. 

Cokoixaike. — Les bissectrices des angles d’un polygone 
régulier concourent en un même point. — Les perpendicu- 
laires tracées sur les côtés, par leur milieu, se rencontrent 
aussi au même point. 
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THÉORÈME IV. 

Une circonférence étant divisée en n parties égales AB, RG, CD, 

1 • Si l’on trace les cordes AB, BC, CD, le polygone inscrit est 
régulier; 

2° Si par chacun des points de division on trace une tan- 
gente, le polygone circonscrit EFGH est régulier. 

1° Les arcs AB, BC, CD, etc., étant égaux, 
leurs cordes sont égales. L’angle ABC a 
pour mesure y (arc AD + arc DC) et l’angle 
BCD, (arc AD + arc AB); donc ces angles 
sont égaux. 11 en est de même des autres 
angles du polygone ABCD; donc ce poly- 
gone est régulier. 

2° Les triangles isocèles ABE, BCF, CDG, etc., ont une 
base égale, adjacente à deux angles égaux chacun à cha- 
cun; donc ils sont égaux. Il en résulte 1“ que les angles 
E, F, G, etc., sont égaux ; 2 • que 

AE = BE=BF = CF = CG, etc. 

Donc les côtés EF, FG, etc., sont égaux et le polygone cir- 
conscrit est régulier. 

Scholie. — Si on divise chacun des 
arcs AB, BC, CD, etc., en deux par- 
ties égales, et qu’on inscrive le po- 
lygone régulier de 2 n côtés, le pé- 
rimètre et la surface de ce polygone 
sont respectivement plus grands que 
le périmètre et la surface de celui 
de n côtés. C’est le contraire pour 
le polygone régulier de 2 n côtés, circonscrit. 

tHKORFMK V. 

Une circonférence étant divisée en n parties égales par les 
points A, B, C, D, etc., si on joint ces points, à partir de l'un 
d’eux, A parlexemple, de 2 en 2, de 3 m 3, et en général de 11 
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en li, on forme un polygone régulier de n cotés, lorsque les 

nombres n et h sont premiers entre eux. 

Soit l’arc AD=ABX A, on a par hypo- 
thèse cire. AO=ABXn. Les nombres n 
et h étant supposés premiers entre eux, le 
plus petit commun multiple de l’arc AD et 
de la circonférence AO est AB X nX h; 
or le produit AB X n X A est égal à l’arc 
AD X n ou à la circonférence AO x A. Donc le polygone, 
formé en joignant les points de division de la circonférence 
de A en A, a n côtés, et son périmètre sous-tend A fois la 
circonférence. 

Corollaire. — Si les nombres net A avaient un diviseur 
commun d, on démontrerait, par un raisonnement ana- 
logue, que le polygone formé en joignant les points de A 

en A n’a que - côtés, et que son périmètre sous-tend - fois 
d , a 

la circonférence. 

Scholie.— On dit que ces polygones réguliers concaves 
sont étoilés. 

THÉORÈME VI. 

Il y a autant de polygones réguliers de n côtés qu’il y a d'u- 
nités dans la moitié du nombre qui exprime combien il existe 
de nombres entiers inférieurs à n et premiers avec lui. 

Soient 1, a, b, c , n — c, n — b, n — a, n — i 
les nombres entiers, inférieurs à n et 
premiers avec lui. Divisons une circon- 
férence en n parties égales, et joignons 
les points de division de 1 en 1, de a en 
a, de b en b, etc. Chacun des nombres 
1, a, b, etc., étant premier avec n, nous 
passerons par tous les points de division avant de revenir au 



13 
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point de départ, de sorte que nous formerons autant de 
polygones réguliers de n côtés qu’il y a de nombres entiers, 
inférieurs à n et premiers avec lui. 

Ces polygones sont égaux deux à deux; car les arcs AB X a, 
AB X (n — a) tels que ABD, AED, dont la somme est égale à 
la circonférence, ont des cordes égales, et si l’on joint les 
points de division de a en a, on forme le même polygone 
qu’en les joignant de n—ra en n — a, mais en parcourant la 
circonférence en sens contraire. 

Corollaire. — Ilva2 pentagones réguliers, 3 heptagones, 
2 décagones, etc. 

THEOREME VH. 



La somme des angles intérieurs, formés par les côtés successifs 
d’un polygone régulier de n côtés, est égale à autant de fois 2 
angles droits qu’il y a d’unités dans (n — 2 h), h étant l’inter- 
valle constant par lequel on passe pour aller d'un sommet au 
suivant. 



Soient AD un côté et ADE un angle du 
polygone régulier de n côtés qu’on forme 
en joignant de A en A les points de division 
de la circonférence AO divisée en «parties 
égales. L’arc AE, compris entre les côtés de 
l’angle ADE est égal à AB X (n — 2 A), et la 
somme des « angles égaux du polygone a pour mesure 

ou f cire. AO X (n — 2 A). Donc cette 




somme est égale à 2 dr. (n — 2 A). 



Corollaire. — La somme des angles extérieurs formés par 
chaque côté et le prolongement du côté précèdent est égale à 
4 h droits. 

En effet-, la somme des angles adjacents, tant extérieurs 
qu’intérieurs, est égale à 2 droits X n. En la diminuant 
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de celle des angles intérieurs, exprimée par 2 d (n — 2 h), ou 
r i h droit* pour la somme des angles extérieurs. 

Scboue.— Si on suppose A=;l, on retrouve les théorèmes 
relatifs à un polygone convexe. — (Voir les applications de la 
théorie dos polygones étoilés dans les mémoires deM. Poin- 
sot.) 



PROBLÈMES A H É SOI DRE, 

\ 1 — La somme des droites qui joignent un point, pris à 
l’intérieur d’un triangle, aux extrémités d’un côté est moin- 
dre que la somme des deux autres côtés. 

\ 2 — La somme des droites qui joignent un point, pris à 
l’intérieur d’un triangle, aux trois sommets est moindre 
que celle des trois côtés et plus grande que la moitié de 
cette dernière somme. 

3 — Trouver sur une droite un point tel que la somme 
ou la différence des lignes qui le joignent à deux points 
donnés soit un minimum ou un maximum . — Remarquer que 
ces droites sont également inclinées sur la droite donnée. 

4- ^La somme des perpendiculaires tracées d’un point 
quelconque de la base d’un triangle isocèle sur les deux 
autres côtés est constante. — La différence des perpendicu- 
laires menées d’un point quelconque des prolongements de 
la base sur les deux autres côtés est constante. 

3— La somme deB perpendiculaires tracées d’un point 
prisa l’intérieur d’un triangle équilatéral sur les trois côtés 
est constante. — Comment faut-il modifier l’énoncé'du théo- 
rème pour un point extérieur au triangle? 

\ 6 — Construire un triangle dont on connaît le périmètre 
et les angles, 

7 — Construire un triangle dans lequel on connaît un 
côté, l’angle opposé et la somme ou la différence des deux 
autres côtés, 

— Construire un triangle, étant données la bissectrice, 
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• 1 • 

la médiane et la perpendiculaire, tracée* d'un sommet jus- 
qu’à la rencontre du côté opposé. 

;9 — Diviser un arc de cercle en deux parties telles que la 
somme ou la différence de leurs cordes soit égale à une 
droite donnée. 

I 1© — Construire un trapèze dont on connaît les quatre 
côtés. 

— Inscrire dans un cercle donné un trapèze dans le- 
quel oft connaît la somme et la distance des deux côtés pa- 
rallèles. 

./ 1 2 — Deux quadrilatères sont équivalents si leurs diago- 
nales intérieures sont égales et font des angles égaux. 

/ — Les bissectrices des angles d’un quadrilatère déter- 

minent, en se rencontrant, un quadrilatère inscriptible. 

/ 14 — Dans un polygone inscrit d’un nombre pair de cô- 
tés, la somme des angles de rang impair est égale à celle 
.des angles de rang pair. 

/ 15— Dans un polygone circonscrit d’un nombre pair de 
côtés, la somme des côtés de rang impair est égale à celle 
des côtés de rang pair 

i 10 — Les bissectrices des angles que forment les côtés op- 
posés d’un quadrilatère inscrit dans un cercle sont perpen- 
diculaires l'une sur l’autre. (Problème donné au Concours.) 

17— La distance d’un point de la circonférence, circon- 
scrite à un triangle équilatéral, au sommet opposé, est égale 
à la somme de ses distances aux deux autres sommets. 

/ 18 — Les perpendiculaires tracées des sommets d’un 
triangle sur les côtés opposés concourent au même point, 

/ 19 — Les perpendiculaires tracées des sommets d’un 
triangle sur les côtés opposés sont les bissectrices des an- 
gles du triangle qui a pour sommets les pieds de ces trois 
perpendiculaires. 

j 20 — Si on trace d’un point quelconque de la circonfé- 
rence, circonscrite à un triangle, des perpendiculaires sur 
les côtés, les pieds de ces perpendiculaires sont en ligne 
droite. 

/ 
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• • 

81 — Deux circonférences concentriques étant -données, 
tracer un triangle dont les angles soient donnés, et qui ait 
deux sommets sur l’une des circonférences et le troisième 
sur l’autre. 

88 — Construire un triangle équilatéral dont les sommets 
soient sur trois circonférences concentriques. (Concours.) 

83 — Tracer par l’un des points d’intersection de deux 
circonférences une droite telle que la somme ou la diffé- 
rence des cordes interceptées soit égale à une droite Bonnée. 

1 84 — Construire un triangle égal à un triangle donné, et 
dont les côtés passent par trois joints donnés. 

/ 85— Par un point donné sur le plan d’un angle, tracer 
une droite telle que lé périmètre du triangle formé par 
cette ligne et les deux côtés de l’angle soit égal à une droite 
donnée. (Concours.) 

/ 8® — Tracer une tangente commune à deux circonfé- 

rences données. 

f 8 7 — Tracer une sécante commune à deux circonférences, 
et telles que les cordes interceptées soient égales à des 
lignes données. (Concours.) 

/ 88 — Tracer entre deux circonférences une droite égale 
et parallèle à une droite donnée. 

89 — Tracer, d’un point donné comme centre, un cercle 
qui coupe orthogonalement ou diamétralement deux cercles 
donnés. 

30 — Tracer avec un rayon donné une circonférence 

1° Passant par deux points donnés ; 

2° Passant par un point donné et tangente à une droite 
ou à une circonférence; 

3' Tangente à une droite et à une circonférence données; 

11 4* Tangente à deux droites, ou à deux circonférences 
données. 
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DES LIGNES PROPORTIONNELLES. 



CHAPITRE I. 

Des Transversales dans le Triangle* 



Lorsqu'un point quelconque C est situé sur la droite qui 

passe par deux points A et B, 

c ~B C on ( ] onne i e nom ,] c segment de 
la droite AB à chacune des distances de C aux extrémités de 
AB. 

Si le pojnt C se trouve entre A et B, la droite AB est égale 
à la somme des deux segments AC, BC ; dans le cas contraire, 
elle est égale à leur différence. 

Lorsqu’on trace une ligne droite sur le plan d’un triangle, 
elle peut rencontrer les trois côtés ou être parallèle à l’un 
d’entre eux. Dans les deux cas, on lui donne le nom de 
transversale; les segments qu’elle détermine sur les côtés du 
triangle jouissent de propriétés importantes que nous allons 
étudier. 

1° Considérons d’abord une transversale parallèle à un 
côté du triangle. 

THÉORÈME I. 

Toute droite parallèle à l'un des côtés d’un triangle divise 
les deux autres en segments proportionnels. 
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Soit DE parallèle au côté BC du triangle ABC. Je dis que 
le rapport de AD à DB est égal à celui de AE à EC. 

1° Je suppose d’abord les droites AD, 
A DB commensurables , et leur plus 

grande commune mesure AF conte- 
nue trois fois dans AD et deux fois 
dans DB, de sorte que le rapport 

Par les points de division F, 

DB 2 



\TE 
M 
IC 



G, H, je trace des parallèles à BC ; ces 
lignes et DE divisent AC en cinq parties égales. En etfet, si 
l’on mène FN parallèle à AC, les deux triangles AFK, FGN 
ont un côté égal, adjacent à deux angles égaux ; donc les 
côtés AK, FN sont égaux. Or FN est égale à KL, parce que 
ces parallèles sont comprises entre deux droites parallèles ; 
donc KL est égale à AK. 

On prouverait de même l’égalité de AK et de chacune des 
lignes EL, EM, MC. Donc AK est contenu trois fois dans AE 
et deux fois dans EC; d’où il résulte que 
AE _ 3 _ AD 
EC — 2 ~ DB’ 




2° Si les droites AD, DB n’ont pas 
de commune mesure, je divise DB en 
dix parties égales, et je porte le 
dixième de BD sur DA. Supposons 
(pie cette ligne le contienne dix-sept 
fois avec un reste 1)F moindre que ce 

dixième, le rapport sera plus 
grand que et moindre que En 



menant par les points de division de AB des parallèles à BC, 
je divise EC en dix parties égales ; l’une de ces divisions 
étant contenue dix-sept fois dans AE, avec un reste GE, 



JkE 17 18 

le rapport est compris entre ^-r et — . Donc les deux 
"LC 10 10 



Digitized by Google 



LIVRE III, CHAP. I. 



75 



rapports 



AI) AE 
DB’ EC 



contiennent le même nombre de dixièmes. 



En divisant DB en 100, 1000, etc., parties égales, je prou- 
verais que ces rapports contiennent le même nombre 
d’unités décimales d’un ordre quelconque ; donc ils sont 
égaux. 



Corollaire 1. — De la proportion. 

ad : DB ae : ec 

on déduit : AD + DB : AD : I)B ; : AE + EC : AE : EC 
ou AB ; .AD *. DB : AC I AE : EC. 



Corollaire 2. — Des droites parallèles AD, BE, CF, inter- 
ceptent sur deux lignes droites quelconques AC, DF, dos 
segments proportionnels. 



/ 



-V 

JA 

J j lL 



r 



Soit AH parallèle à DF; ladroiteBG étant 
parallèle au côté CH du triangle ACH, on 

a ab : ag : : bc : gh. 

Or AG est égale à DE, et GH à EF, comme 
parallèles comprises entre parallèles ; donc 

ab : de : : bc : ef. 



THÉORÈME II. 

Toute droite DE qui divise deux côtés AC, AB d'un triangle 
ABC en parties proportionnelles est parallèle au troisième 
côté BC. 

On a par hypothèse, 

AD ; BD •*. AE ; CE 

* 

V\ et je dis que DE est parallèle à BC. Car, en 
/ \ E supposant le contraire, et traçant par le 
/— ppijit D la ligne DF parallèle à BC, on a 

B - — ad ; bd : : af : cf 

et, par conséquent, 

ae ; ce : : af : cf. 

Or cette proportion est fausse, parce que le* extrêmes AE, 
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CF sont respectivement moindres que les moyens AF, (JE. 
Donc la droite I)E est parallèle à RC. 

THÉORÈME III. 

Les côtés homologues de deux triangles équiangles ABC, DEF 
sont proportionnels. 

x „ Soient l’angle A égal à D, l’angle 

B égal à E> et l’angle C égal à F 
Je prends, sur le côté AB, la ligne» 
AG égale à DE et sur AC la ligne 
AH égale à DF, et je trace la droite 
c GH. Les deux triangles AGH, DEF, 

sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux 
côtés égaux. Donc l’angle AGH est égal à DEF, et par suite à 
ABC. Donc la droite GH est parallèle à BC et l’on a 

ab : ag : : ac : ah 
ou ab : de :: ac :.df. 

On prouverait de même que 

ab : de : ; bc : ef. 

Donc ôn a AB : de : : AC : DF : : BC 



L2 



Y 



A- 

F 



EF. 



Corollaire. — Si deux triangles ont leurs côtés respective- 
ment parallèles ou perpendiculaires, ces côtés sont propor- 
tionnels. 



/ 



«; /_ 

/ 

l( 



H 

\ 



/ 

/ 

/ 

R 



I) 

A 



THEOREME IV. 

Deux triangles ABC, DEF sont équiangles, si leurs côtés sont 
proportionnels. 

On a, par hypothèse, 

ab : de : : ac : df : : bc : ef. 

Prenez sur AB la droite AG égale 
à DE, et tracez GH parallèle à BC. 
Les deux triangles ABC, AGH sont 
équiangles et donnent 

ab : ag : : ac : ah : : bc : gh. 

Les antécédents de ces deux suites de rapports étant égaux 



\ 

\ 



A 
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deux à deux, les conséquents sont proportionnels et, comme 
les droites AG, DE sont égales, le côté AH = DF, GH = EF. 
Donc les triangles AGH, DEF sont égaux, et les triangles 
DEF, ABC sont équiangles. 

THÉORÈME V. 

Veux triangles ARC, DEF qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels sont équiangles. 

Supposons l’angle D égal à l'an- 
gle A et leurs côtés proportion- 
nels, c’est-à-dire que 

ab : de : : ac : df. 

Prenons sur AB la droite AG 
égale à DE et menons GH parallèle 
a BC; les deux triangles ABC, AGH étant équiangles, nous 
avons: AB ; AG : : AC : AH; 

donc AH = DF et les triangles AGH, DEF sont égaux 
comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux. 
Donc les triangles ABC, DEF sont équiangles. 

• 

THÉORÈME TI. 

Les. droites OA, OB, OC, etc., tracées par le même point U, 
interceptent des segments proportionnels sur les parallèles 
AD, EH. 

Les triangles ABO, EFO étant équi- 
angles, on a : 

ab : ef : : ob : of. 

Les triangles BCO, FGO sont aussi 
équiangles; donc 

ob : of ; ; bc : fg : ; oc : og. 

De même les triangles CDO, GOH donnent la proportion 

oc : og : : cd : gh. 

Or ces proportions ont deux à deux un rapport commun; 
donc les autres rapports sont égaux, et l’on a ■ 

ab : ef : : bc : fg :: cd ; g il 
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Corollaire. — -St les droites AE, BF, GG, etc., divisent les 
parallèles AD, EH en segments proportionnels, elles con- 
courent en un meme point. 

Soit 0 le point de rencontre des 
deux droites AE, BF ; je le joins au 
point G par la droite OG, et je dis que 
cette ligne passe par le point G. En 
effet, soit G' le point dans lequel OG 
rencontre la droite AD, on a 

ef : àb : f . fg : bc' 

Or, par hypothèse, EF : AB I FG : BC, 

donc BC' est égale à BC et le point C' coïncide avec C. 

2" Supposons maintenant que la transversale rencontre 
les trois côtés du triangle. 




ce n 



THÉORÈME VII. 



Toute transversale DF détermine sur les côtés du triangle 
ABC six segments tels , que le produit de trois segments non 
consécutifs est égal au produit des trois autres. 

Je trace, par le sommet C, la 
droite CG parallèle au côté AB, jus- 
qu’à la rencontre de DF. Les tri- 
angles BDF, CDG sont équiangles ; 
donc 

bd : cd : : bf : cg. 





Les triangles équiangles AEF, CEG 
donnent aussi 

af : cg : : ae : ec, 

d’oïl je conclus, en multipliant ces 
proportions terme à terme ; 



BD X AF ; CD X CG : *. BF X AE : CG X EC 
et, par conséquent, 

BD X AF X EC = CD X BF X AE. 



I • 
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Scholib I. — La transversale rencontre deux côtés et le 
prolongement du troisième, ou les prolongements des trois 
côtés. 

Scholie H. — Lorsqu’on trace la transversale par un som- 
met, deux segments consécutifs sont nuis et l’égalité pré- 
cédente devient une identité. Si cette transversale coïncide 
avec l’une des bissectrices des angles supplémentaires par 
le sommet desquels elle est tracée, on a le théorème suivant : 



THKOREME VIH. 



La bissectrice d[un angle d’un triangle ou de son supplément 
partage le côté jÿÿfknè en deux segments proportionnels aux 
deux côtés de. cet angle. 

f 1° Soit AD la bissectrice de 

l’angle BAC du triangle ABC. 
Tracez par le sommet C la droite 
CE parallèle au côté opposé AB, 
jusqu’à la rencontre de AD. Les 
deux triangles ABD, CDE sont 
équiangles, donc 

bd : cd : : ab : ce. 

% 

Or chacun CAD* CEA est égal à l’angle DAB, donc 

le triangle AGÉ esjrisocèle, et 

, bd : cd : : ab : ac. 

2” Si la droite A1V est la bissectrice de GAC, supplément 
de BAC, et .qu’on mène par le point C la droite CF parallèle 
à AB, les tlÜ ^W iGcmnamfles ABD'. CFD' donnent : 

Biy : cd' : : ab : cf. 





Or l’angle GAtfrest égal à chacun des angles CAF, AFC, 
donc le triangle AFC est isocèle, et 

"r biv : CD' : : ab : ac. 



Conou.AiHE — La droite BC est di\iséc par les points D, D' 






s dm 



r. 
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en segments proportionnels, car on déduit des deux pro- 
portions précédentes 

bd : CD : : bit : civ. 

THÉORÈME IX, 

Trois points D, E, F sont en ligne droite s’ils déterminent 
sur les côtés du triangle ABC six segments tels, que le produit 
de trois segments non consécutifs soit égal au produit des trois 
autres. 

On a, par hypothèse : 

AF X BD X CE = AE X CD X BF. 
* Si la droite qui passe par les 
\ B deux points D, Æ ne rencontrait 

/ pas le côté AB au point F, et que 

b c b G fût l’intersecTîon de DE avec 

AB, on aurait*: ^ 

AG X BD X CE = AE X CD X BG. 

En divisant membre à membre 
les deux égalités précédentes, ou 
trouve la proportion 
AF BF 
AG — BG 

qui est évidemment fausse. Donc les trois .points D, E, 1* 
sont en ligne droite. 





THEOREME X. 



Si trois droites AD, BE, CF, tracées par les sommets d’un 
triangle ABC, concourent en un même point (h^cune déter- 
mine sur le côté opposé deux segments tels, que fa produit de trois 
segments non consécutifs est égal au produit aes trois autres. 

. La transversale AD partage le triangle 

// ABC en deux autres ABI), ACD ; le triangle 

/Ts . ABD et l!l transversale CF donnent : 



B» 



AF X BG X DG = AG X DC X BF; 
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Le triangle ACD et la transversale 
BE donnent aussi : 

AG X BD X CE= AE X BC X GD. 
En multipliant ces égalités mem- 
bre à membre et réduisant, on a . 

AF X BD X CE = AE X CD X EF. 
donc le produit des trois segments 
non consécutifs AF, BD, CE est égal au produit des trois 
autres AE, CD, BF. 

Scholie.— Les trois transversales rencontrent à la fois les 
trois côtés, ou un seul côté et les prolongements des deux 
autres. 

TIIKORÈVIK XI. 




Si trois points D, E, F déterminent sur les côtés du triangle 
ABC six segments , tels que le produit de trois segments non 
consécutifs soit égal à celui des trois autres; les droites qui 
joignent ces points aux sommets opposés concourent en un 
même point. 

On a, par hypothèse, 

AF X BD X CE = AE X CD X BF. 
Soit G le point de rencontre des deux 
transversales BE, CF, je dis que la 
droite AG passe par le point D. En 
effet, si cette ligne rencontrait BC en 
un point D' autre que D, on aurait 
AF X BD' X CE = AE X CD' X BF. 

Or, en divisant membre à membre 
les deux égalités précédentes, on 
trouve : 

BD _CD 
BD' CD' 

* 

proportion fausse, car on a — > 1 et — < h; donc la 




CD' 
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droite AG passe par le point D et les trois droites AD, RE, 
CF concourent au même point G. 

A 

Corollaike.-^-Lcs médianes d'un triangle passent par le 
même point 



t 



* 



« 
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Transversales considérées dans le Cercle. 



On appelle projection d’un point 
A sur une droite quelconque xy 
le pied a de la perpendiculaire Aa 
menée du point sur la droite. 

La projection d’une droite finie 
AB sur un axe indéfini xy est la portion ab de cet axe 
comprise entre les projections des extrémités de AB. 

théorémi: i. 

Si par un point A du plan d’un cercle on trace une sécante 
quelconque BC, le produit des deux segments 'AB, AC, dé ter- 
minés par la circonférence sur cette droite , est constant. 






Traçons, par le point A, le diamètre 
DE et joignons le point D à B, le point 
E à C : les triangles ABD, ACE sont 
équiangles, car ils ont l’angle A commun 
et leurs angles ABD, AEC sont égaux, 
comme étant mesurés par < arc CD; donc 

ab: ae:: ad: ac, 

d’où AB X AC = AE X AD, 
c’est-à-dire que le produit AB X AC est 
égal à celui des normales menées du 
point A à la circonférence. 
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Schoue. — Les segments AB, ACde la sécante BC sont inver- 
sement proportionnels aux segments AI), AEdela sécante DE. 



Corollaire. — La perpendiculaire CD, tracée par un point 

G o quelconque C de la circonférence sur un 

\ diamètre AB, estmoyenne proportionnelle 

g-j B entre les deux segments du diamètre. 

) Car, si on prolonge CD jusqu’à la ren- 
f. contre de la circonférence, on a 
DA xDB = DCXDE=DC\ 



THÉORKME II. 

I . , 

Aï par le point A on trace la tangente AB et une sécante 
quelconque AD au cercle BCD, la tangente est moyenne propor- 
tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure AC. 

Tirez les droites BC, B1) ; les triangles 
ABC, ARD sont équianglcs, parce qu’ils 
ont l’angle A commun et que leurs an- 
gles ABC, ADB sont égaux comme étant 
mesurés par la moitié du même arcBC; 
donc AD '. AB : '. AB ! AC. 

Schoue. — Le carré de la tangente AB est égal au produit 
de la sécante AD par sa partie extérieure AC. 




THKORÈNF III. 




Si deux droites AD, BC se rencontrent en un 
point E, tel que 

AE X DE = BE X CE, 

leurs extrémités A, D, B, C sont situées sur la 
même circonférence. 

En effet, on a, par hypothèse, 

ae:be::ce:de; 

donc les triangles ACE, BDE ont, au point E, 
un angle égal compris entre côtés proportion- 
nels, et les angles homologues CAE, DBE sont 
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égaux ; par conséquent, si l’on décrit sur la droite CD un 
arc de cercle capable de l’angle CAD, cet arc passe par le 
point B, et les quatre points A, B, C, D sont situés sur la 
même circonférence. 



THÉORÈME IV. 



Toute corde AB est moyenne proportionnelle entre le diamètre 
AC passant par l'une de ses extrémités et sa projection AD sur 
ce diamètre. 




Les deux triangles rectangles 
ABD sont équiangles ; donc on a 

ac : ab : : ab : ad, 

d’où AB’=ACxÂD. 



ABC, 



Corollaire I. — Si par un point A d’une circonférence on 
trace le diamètre AG et les cordes AB, AB', les carrés du dia- 
mètre et des cordes sont proportionnels au diamètre et aux 
projections des cordes sur AC. 

On a AB *— AC X AD , 

AB'* = AC X AD'; 

donc AC* : AB* : AB'* : ’. AC 1 : AC X AD ! AC X AD', 

ou ac* : ab* : ab * : : ac : ad : ad'. 



Corollaire IL — Si on applique ce dernier théorème à 
deux cordes AB, BC, tracées du même point B de la circon- 
férence aux extrémités du diamètre AC, on a 

ac*:ab*:bc*::ac: ad:cd. 

Or AC = AD + DE; 

donc AC*=AB*+BC* 

De là ce théorème : Le carré de l’ hypothènuse AC du triangle 
rectangle ABC est égal à la somme des carrés des côtés de l’angle 
droit ABC. 

Corollaire III. — Le côté AB dé l’angle droit du triangle 
rectangle ABC est moyen proportionnel entre l’hypothénuse 
AC et sa projection AD sur l’hypothénuse. 
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Division harmonique des lignes droites. 



fl — On dit que trois nombres forment une proportion 
harmonique, lorsque l'excès du premier sur le second est à 
l’excès du second sur le troisième comme le premier est au troi- 
sième. Le second nombre a reçu le nom de moyenne har- 
monique. 

La dénomination de proportion harmonique provient de 
de qüe, pour faire rendre à une corde sonore les trois sons 
ut, mi, sol, qui forment l’accord parfait majeur, il faut en 
faire vibrer trois parties, proportionnelles aux nombres 1, 

qui donnent lieu à la proportion harmonique : 

D o 



5 ' 5 3 



.2 

' 3 ' 



Ü — Lorsqu’une droite AB est divisée par deux points D, E 

en segments proj>ortionnel5, de 
.-si sorte que 

B E be:Bd::ae:ad, 

les trois lignes AE, AB, AD 
forment une proportion harmonique, puisqu’on peut écrire 
là proportion précédente comme il suit : 

AE— AB : AB— AD : *. AE : AD. 



On dit pour cette raison que la droite AB est divisée har- 
moniquement par les points D,E auxquels on donne le nom 
de conjugués harmoniques par rapport à la droite AB. 
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Réciproquement, les points A et B divisent la droite DE 
harmoniquement; car lit proportion 

ad:db::ae:be, 

petit être écrite de la manière suivante : 

AE— DE t DE— BE : *. AE : BË ; 

donc A et B sont conjugués par rapport à DE et les quatre 
points A, B, D, E forment ce qu’on appelle un système har- 
monique. 

3 — Quatre droites, partant d’un même point, forment un 
faisceau harmonique, lorsqu’elles divisent harmoniquement 
une transversale quelconque. — Celles qui déterminent, sur 
la transversale, des points conjugués harmoniques, ont 
reçu le nom de conjuguées harmoniques. 

THÉOBÈME I. 

La moitié AM d’une droite AB est moyenne proportionnelle 
entre les distances du milieu M de cette ligne aux deux points 
D, E qui la divisent harmoniquement. 

De la proportion 

a fins i k ad:bd::ae:be 

on déduit la suivante : 

AD— BD ! AD + BD i : AE— BE I AE + BE, 

ou 2 md:2am::2AM:2ME; 

donc AM’ = MD x ME. 

SchOlie. — L a réciproque est vraie. 

1 Corollaire. — La proportion AD : BD : *. AE ; BE donne la 
Suite de rapports égaux : 

AD _ BD _ AD — BD _MD 
AE - BË~ AE— BE~MA* 

En élevant ces rapports au carré et remplaçant MA* par sa 
valeur MD X ME, on a : 

AD» _ BD* _ MD 
AE* - BE*~ME‘ 
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THÉSBÈIME II. 

Si quatre droites OA, OB, OC, OD, tracées par le même 
point O, sont telles que trois d’entre elles divisent en deux 
parties égales une droite EF parallèle à la quatrième QD, ces 
lignes forment un faisceau harmonique.' * 

Traçons par le point B line 
transversale quelconque AD ; 
les deux triangles AOD, AEB 
sont équianglcs ; donc 

ab: ad::be:od. 

Les triangles BCF, OCD sont 
aussi équiangles et donnent 

bc : cd : : bf : od. 

Or, par hypothèse, les droites BE, BF sont égales; donc 

ab:ad::bc:cd 

et la transversale AD est divisée harmoniquement par les 
quatre droites OA, OB, OC, OD. 

Scholie; — On peut remplacer dans le faisceau la droite 
OD par son prolongement OD', puisqu’il est aussi parallèle 
à EF ; donc les quatre droites du faisceau peuvent être pro- 
longées indéfiniment dans l’un et l’autre sens. 

Corollaire. — Deux droites OA, OC et les bissectrices de 
leurs angles forment un faisceau harmonique. 

Soient OB la bissectrice de l’angle AOC et OD celle de 
l’angle supplémentaire COA'. Traçons EF parallèle à OD; 
l’angle BOD étant droit, la ligne EF est perpendiculaire à 
OB et les triangles OBE, OBF sont égaux, comme ayant un 
côté commun, adjacent à deux angles égaux; donc BE=BF’ 
et les droites OA, OC, OB, OD forment un faisceau harmo- 
nique 







* 



* 
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THÉORÈMK III. 

Si quatre droites OA, OB, OC, OD, forment un faisceau har- 
monique, toute transversale AD, parallèle à Tune OD des droites 
du faisceau , est divisée par les trois autres en deux parties 
é y aies. 

En effet, traçons par le point 
B une transversale quelconque 
AD et nous aurons 

ab:ad::cb:cd. 

Les deux triangles équian- 
gles ABE, ADO donnent 

ab:ad::be:do. 

De même, les deux triangles BCF, CDO étant équiangles, 
nous avons 

cb:cd::bf:do. * 

Or, par hypothèse , les rapports ^ ,i cs d eux propor- 
tions précédentes sont égaux; donc BE=BF. 

Corollaire I. — Si les deux droites conjuguées OB, OD du 
faisceau sont perpendiculaires l’une sur l’autre, elles divi- 
sent en deux parties égales chacun des angles formés par 
les deux autres droites conjugées OA, OC. 

En effet , soit EF parallèle à OD, les deux triangles rect- 
angles BOE, BOF sont égaux comme ayant un angle droit 
compris entre deux côtés égaux ; donc les angles BOE, BOF 
sont égaux et OB est la bissectrice de l’angle AOC. 

Corollaire II. — Un angle BOD et un point A étant donnés, 
si on trace par ce point une transversale AD et qu’on la fasse 
tourner autour de A, le lieu du conjugué harmonique de A 
par rapport aux deux points d’intersection de la sécante AD 
avec les côtés de l’angle est la droite OC conjuguée harmo- 
nique de OA. 
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On a donné, pour ccttc raison, au point A le nom de 
pôle de la droite OC et à cette ligne celui de polaire du 

point A par rapport à l’angle BOC. 

- * * * . . _ ■» 

TBÉORÈME It. 

Si par un point A on trace dans un angle yox un couple 
de sécantes quelconques ABC, AB' C' et que l’on joigne deux à 
deux les points d’intersection B, C' et C, B', le lieu du point M 
est la polaire du point A par rapport à l’angle y ox. 

Soit D l'harmonique conjugué de A 
par rapport aux deux points B et C; les 
quatre droites MA, MB, MD, MC for- 
mant un faisceau harmonique, le point 
E d’intersection des droites MD, AC' est 
le conjugé du point A par rapport à B' 
et C'; donc la droite EMD est la po- 
laire du point A par rapport à l’angle 
yox. . 

Corollaire. — On appelle quadrilatère complet un système 
de quatre droites indéfinies AB, 
BA', A’B', AB'. Ces droites se cou- 
penten six points A, A', B, B',C, C', 
qui sont les sommets du quadri- 
latère. En joignant les sommets 
opposés deux à deux, on a les trois 
diagonales AA', BB', CC'. 

Chacune de ces diagonales est 
divisée harmoniquement par les 
deux autres, car le point M est le pôle de AA' par rapport 
à l’angle B A B' et le point A celui de MA' par rapport à 
l’angle BMC. 

THEOREME V 

Si deux points D, E divisent harmoniquement le diamètre 
AB d’un cercle, le rapport des distances d’un point M de la 



A 
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circonférence eux deuür points conjugués D, E est constant. 

En effet, les quatre droites 
MA, Ml), MB, ME forment un 
faisceau harmonique , puis- 
qu’elles divisent AB harmoni- 
quement. Or, les deux conju- 
guées MA, MC sont rectangu- 
laires; donc MB est la bissectrice de l’angle DME et l’on a 

md:me::bd:be; 

donc le rapport ~ est constant. 

ML 




Corollaire. — Le lieu des points M tels que le rapport des 
distances de chacun à deux points fixes D, E soit constant 
est la circonférence décrite sur la distance, comme diamètre, 
des deux points conjugués A, B qui divisent DE harmoni- 
quement, selon le rapport donné. 



THEOREME VI. 

Si par un point E or t trace une sécante quelconque au cercle 
AB, le lieu du point M, conjugué harmonique de E, par rapport 
aux deux points F, G, d’intersection de la sécante et de la cir- 
conférence, est une droite perpendiculaire au diamètre CE. 

Soit D le conjugué har- 
monique de E par rapport 
aux extrémités A et B du 
diamètre CE, je dis que la 
droite DM est perpendicu- 
laire sur AB. En effet, les 
points D, E étant conjugués 
relativement à A et B, et les 
points F, G appartenant à la 
circonférence AB, on a : 
FD_GD 

fë _ gE ; 

donc la droite DE est la bis- 
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sectrice de l’angle FDH extérieur au triangle DGF et, comme 
les quatre droites DE, DF, DM, DG forment un faisceau harmo- 
nique» les droites DM, DE sont conjuguées et rectangulaires. 

Donc le lieu du point M est la perpendiculaire DM, tracée 
sur le diamètre CE par le conjugué du point E, relativement 
à A et à B. 

Scholie. — Le point Ë est appelé le pôle de la droite DM. 
Réciproquement, cette droite est la polaire du point E par 
rapport au cercle AB. On a la relation CD X CE— CA S , entre 
le rayon et les distances du centre du cercle au pôle et à la 
polaire. 

Coroli.àire. — S i le point E est extérieur au cercle, sa po- 
laire est la ligne de contact des 
tangentes menées par ce point. 

Car on a, dans le triangle 
rectangle CEH, 

Cil 1 = CD X CE. 

Lorsque le point E est sur la 
circonférence, la polaire coïn- 
cide avec la tangente en ce point. Enfin, si le point E est à 
l’intérieur du cercle, sa polaire est extérieure au cercle et 
s’éloigne de plus en plus du centre à mesure que E s’en 
rapproche. 

THÉORÈME VTI. 

Les polaires des points d'une droite, par rapport à un cercle, 
passent par le pôle de cette droite. 

Réciproquement, les pôles des droites qui passent par un 
même point sont situés sur la polaire de cette droite. 

Soit P le pôle de la droite AB par 
D rapport au cercle CA, je dis que la 
polaire d’un point quelconque D de 
B BD passe par P. En etfet, si je trace 
PE perpendiculaire sur CD, les 
deux triangles CBD, CEP sont équi- 
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angles et donnent : CE : CB : '. CP : Cl); 
donc CE X CD = CB X CP = CA 1 , 

et la droite EP est la polaire du point D. 

Réciproquement. Toute droite PE 
passant par le point P a son pôle 
sur la polaire BD du point P. 

Car, si on trace CE perpendicu- 
laire sur PE jusqu’à la rencontre 
de BD, les deux triangles CEP, CB1) ; 
qui sontéquiangles, donnent 

ce ; cb :: cp: cd, 



* 




donc CE X CD= CB X CP=CA S , 

et la d roite PE a pour pôle le point D, situé sur la polaire du 

point P. 




Corollaire I. — Si des diffé- 
rents points d’une droite on 
trace des couplés de tangentes 
à un cercle, les lignes de con- 
tact passent par le pôle de 
cette droite. 

Réciproquement , si par un 
point on mène des sécantes à 
un cercle, les points de ren- 
contre des tangentes tracées 
par les extrémités de chaque 
sécante sont situés sur la po- 
laire du point donné. 

Corollaire 11. — Ce point D 
d’intersection de deux droites 
BD, B'D a pour polaire la 
droite qui passe par les pôles 
P, l w de ces droites. 
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THÉOHÈME VIII. 

I 

Si on trace, par le point 0 un couple de sécantes quelconques 
OBA, OB' A' au cercle AB, et qu'on joigne deux à deux les points 
d’ intersection B, A' et A, B' , ou B» B' et A, A', le lieu des points 
M, M' est la polaire du point O. 

« 



Soit D l’harmonique conjugué 
de O par rapport aux deux points 
A et B ; les quatre droites MA, MD f 
MB, MO forment un faisceau har- 
monique. Donc le point D' d’inter- 
section du prolongement de MD 
avec A' B' est le conjugué de O par 
rapport aux points A', B' et la 
droite DMD' est la polaire du point O. 

On démontrerait de même que le point M' est sur la po- 
laire du point O. 

Schoue. — Ce théorème donnant un procédé graphique 
simple pour la construction de la polaire d’un point, il en 
résulte un nouveau moyen de tracer une tangente au cercle 
par un point extérieur. 
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Axe radical de dcax Cercles. 
Rapport anharutonlquc. — Involntion. 



M. Steiner appelle puissance d’un point A, par rapport à 
un cercle DE, le produit constant AD XDE des segments 
d’une sécante quelconque DE tracée par ce point. 

Pour distinguer les points extérieurs 
au cercle des points intérieurs, convenons 
d’affecter du signe + ou du signe — les 
segments AD, AE, suivant qu’ils sont 
comptés dans un sens ou dans l’autre à 
partir du point A; alors +ADX AE sera la puissance d’un 
point A extérieur au Gercle et — ADX AE celle d’un point 
intérieur. 




THÉORÈME I. 



La puissance d'un point, par rapport à un cercle , est égale à 
F excès du carré de la distance de ce point au centre sur le 
carré du rayon. 



1* Si le point A est extérieur au cercle 
G, tracez la tangente AB. La puissance de 
A est égale à + AB*. Or le triangle rect- 
angle ABC donne : 

AB 1 = AC’*-BC*î * . 
donc la puissance de A est exprimée par AC* — BC'- 




’ Voir, dans les Traités d’ Algèbre, l’application des quantités négatives à 
la solution des problèmes. 
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2° Si le point A est intérieur au cercle, 
tracez la corde RB' perpendiculaire au 
rayon CA. La puissance du point A est 
égale à — AB* ; or le triangle rectangle 
ABC donne : 

AB*=BC* — AC 1 ; 

donc la puissance du point A est expri- 
mée par AC* — RC*. 



thé«r»:me ii. 





Le lieu des points ayant la même puis- 
sance, par rapport à deux cercles, est une 
droite perpendiculaire à celle qui passe 
par les centres. 

1° Si les cercles A et R se coupent, 
tout point E de la droite qui joint les 
{joints d’intersection C et D a la même 
puissance ±ECxED par rapport aux 
deux cercles. C’est le contraire j)our 
tout point F extérieur à cette droite; 
car si on trace par ce point la sécante 
FCH, on a : 

FCxFH>FCxFG; 
donc la droite CD est le lieu demandé. 

2° Lorsque les cercles sont tangents, 
tout point D de la tangente commune 
a la meme puissance + CD’ par rap- 
port aux deux cercles ; et l’on a, pour 
un point quelconque E extérieur à la 



taugente : 



EC X EG > EC X EF ; 



donc la droite CD est le lieu demandé. 

3° Si les deux cercles A et B sont extérieurs ou intérieurs 
et que M soit un point du lieu, la puissance de ce point par 
rapport au cercle A est MA* — AD*. En traçant MC perpen- 
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diculaire sur la droite AB, on a, dans le triangle rect- 
angle AMC : MA* = MC 1 + AC* ; 




donc la puissance de M, par rapport au cercle A, est égale à 
MC* + AC*— AD*. 

On trouverait de même : 

MC* + RC* — BË* 

]>our la puissance de M relativement au cercle B. Ce point 
ayant, par hypothèse, la même puissance par rapport aux 
deux cercles, on a : 

AC* — AD’= BC*— BE* ; 

donc C est aussi un point d’égale puissance et c’est le seul 
qui soit situé sur la droite AB. Donc le lieu demandé est la 
perpendiculaire tracée par le point C sur AB. 

Scholie. — Ce lieu a reçu le nom d’axe radical des deux 
cercles. — Deux cercles concentriques n’ont pas d’axe radical* 

TllKOnÈlHK III. 

Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux et 
dont les centres A, B, C ne sont pas en 
ligne droite , concourent au même 
point. 

Soient 01) l’axe radical des deux 
cercles A, B et OE celui des deux 
cercles B, C; ces deux droites, qui 
sont respectivement perpendiculai- 
res aux lignes AB, BC, se rencon- 
trent en un point 0 d’égale puissance pour les trois cercles; 
donc ce point est situé sur l’axe radical des deux cercles 
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Scholie. — Le point de rencontre des axes radicaux de 
trois cercles a reçu le nom de centre radical. 

Corollaire. — Le centre radical sert à construire l’axe ra- 
dical de deux cercles A et B, extérieurs ou intérieurs l’un à 
l’autre. 




Eu effet, décrivez une circonférence qui rencontre les 
deux circonférences A et B ; tracez les cordes d’intersection 
I)E,FG qui se coupent au centre radical M des trois cercles et 
menez MC perpendiculaire sur AB. La droite MC est l’axe 
radical des deux cercles A et B. 

11 faut remarquer que le point C est extérieur aux deux 
cercles et qu’il est situé entre les deux centres A et B lors- 
que les cercles sont extérieurs l’un à l’autre, tandis qu’il 
est sur le prolongement de AB et du côté du centre B du 
plus petit cercle, lorsque les deux circonférences sont inté- 
rieures l’une à l’autre. 



Trois poiuts a, b, y étant situés sur la même droite, 
j’appellerai puissance du point o, 

. -1 •' — par rapport aux deux autres, le 

h g produit ±abxàb l des distances de 

a. aux deux points conjugués b et b'. 
Ces distances sont affectées du signe + ou du signe — , selon 
qu’elles sont comptées dans un sens ou dans l’autre, à partir 
du point a. 

THEOREME IV 

Quatre points a, a', b, b' conjugués deux à deux étant situés 
sur la même droite, il existe sur cette ligne un point c d'égale 
puissance pour les deux systèmes de points conjugués. 
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Tracez une circonférence quel- 

" — • • — - conque par les points conjugués 

g t> o <r B a, a'] décrivez-en une autre pas- 

H h b - a 0 sant par les points conjugués b, 

V. Le point 0 d’intersection de la 
droite ab avec l’axe radical des deux cercles est d’égale puis- 
sance par rapport à ces cercles; donc on a : 

* 

^zoaXoa’—ûzobXob.- 



Le point 0 est situé d’un même côté des quatre points a, 
a 1 , b, V lorsque l’une des droites «a', 66' est intérieure à 
l’autre. Pour toute autre position de ces lignes, le point O 
est situé entre ai et 6'. 



Scholie. — L’axe radical des deux cercles ne rencontre pas 
la droite ab, lorsque les milieux des 
deux droites;»»', 66' coïncident; car 
alors la ligne ab est perpendiculaire 
à la droite qui passe par les cen- 
1 n h ' "" très des cercles et parallèle à l’axe 
radical. 



THKOBÈMK V. 

. • > , * . > 

Le point 0 étant d'égale puissance par rapport aux deux 
systèmes de points conjugués a, a' et 

"■ — - b, b’, le rapport de ses distances à 

n f " "■ s deux points conjugués a, a' est égal 
a t v r o au ra PP or t des puissances de a et a' 
relativement aux points b, b'. 



d’où 



On a, par hypothèse : 

oaX oa—obXob', 
oa ob 1 oa±ob 



ob~ oa' ob — od 



ab' 

bai' 
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On démontrerait de même que 
oa 1 _ a b' 
ob ab ' 

En divisant ces deux égalités membre à membre, on trouve: 

oa _abX ab! 
oa' abX a' b' 

Or les produits ±abX aV,± a’bXa'b' sont les puissances de 
a et a' par rapport aux points b, b, donc les distances du 
point O aux points conjugués a, a ' sont entre elles comme 
ces puissances. 

Scholie.— Les distances respectives des points a, af, b, 6* 
étant données, on calculera par la proportion précédente les 
distances du point O aux points a, a', b et b 1 . 



On appelle rapport anharmonique de quatre points a,b,c,d 
situés sur la même droite le quo- 
, tient des rapports des distances 

tt 0 r_ if * 1 

de deux de ces points aux deux 
autres. Avec ces quatre point on 
peut former les trois rapports anharmoriiques : 
ac 'bc ad m cd ab t db 

ad" bd* ab’ cb * ac’ de 

et les fr’ois inverses. 

Dans le premier rapport les points a et b sont dits conju- 
gué» ; c et d sont aussi conjugués. Dans le second, au contraire, 
a est le conjugué de c et b celui de d. 

THÉORÈMC VI. 

L’un des rapports anharmoiïi- 
r j ques de quatre points a, b, c, (I 

^ ' ' ’ étant donnés, les deux autres sont 

déterminés. 
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En effet, soient • 

_aC'bc _ad ' cd __ab # db 
X ad ’ bd ’ ^ ab ’ cb ’ 2 ac * de* 

On a l’égalité : 

acXbd — (ab + be) (bc + cd), 
qni devient successivement : 

ac X bd — (ab + be + cd) bc-\-abX cd, 
et acXbd — udXbc^abX cd. .. (1). 

En divisant les deux membres de cette égalité par le pro- 
duit ad X bc et donnant le signe -1- aux longueurs comptées 
dans le sens ad et le signe — aux longueurs comptées en 
sens contraire, on a : 

acXbd abXcd 1 

adXbc X ’ adXbc y ’ 

donc x — 1 — -, 

y 

d’où l’on déduit : y — — . 

y 1— x 

Si on divise successivement les deux nombres de l’égalité 
(1) par les deux autres produits acX bd, abXcd, on trouve : 
1 1 
X ~\-z’ Z — 1 — y ’ 

donc chacun des trois rapports x, y, z se forme au moyen 
du précédent, suivant la même loi. 

Corollaire I. — Si l’on suppose l’un des rapports anhar- 
moniques, y par exemple, égal à — 1, les deux autres sont 
égaux à { et à 2 et les quatre points a, b, c, d forment tin 
système harmonique, car on a : 

ad [ ab cd', cb. 

Corollaire II. — Si deux systèmes de quatre points a, b, 
c, d et b', c', d' ont un rapport anharmonique égal et que 
l’on considère comme correspondants les points qui entrent 
de la même manière dans ces rapports, les autres rap- 
ports anharmoriques sont aussi deux à deux égaux. 
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THÉORÈME VU. 



Si deux droites ad, a'd' sont rencontrées par quatre droites 
oa, ob, oc, od partant du même point o, 

le rapport anhurmonique ; — des 

quatre points a, b, c, d de la droite ad est 

q/ J/ 

égal au rapport an harmonique — ; — ^ 
des (quatre points a', iy, c', d' de la droite a'd'. 

Je trace par le point a la droite ad" parallèle à a'd' ; la 
transversale ob” du triangle ace " donne l’égalité : 

abXocX b”c” = bcXoc” X ab”. 




En y remplaçant b”c ” et ab" par les quantités proportion- 
nelles bd et a' lé, cette égalité devient : 

abXocX b'c' — bcX oc” X à If. 



Le même triangle acc" et la transversale od” donnent aussi : 
adXocX d'cf =dcX oc" X a'd'; 



divisant les deux égalités précédentes membre à membre, 
je trouve : 

flb X bd bcX a' b 



d’où je déduis : 



ad X d'd de X dd' ’ 

ab m cb a!b' m db 

ad ’ cd a'd' ’ c'd‘ 



Sciiolie. — Les quatre droites oa, ob, oc, od forment un 
faisceau anhurmonique; elles sont deux à deux conjuguées. 
J’appellerai rapports anharmoniques de quatre droites les rap- 
ports anharmoniques constants que donnent les points d’in- 
tersection des quatre droites du faisceau et d’une transver- 
sale quelconque. Si l’un de ces rapports est égal à —4, les 
quatre droites oa, ob, oc, od forment un faisceau harmoni- 
que. 



1 i «<4. UM. S 
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Lorsqu’un point o est d’égale puissance par rapport à trois 
systèmes de points conjugués, situés sur la même droite, 

on dit que les six points de 
ces trois systèmes sont en 
involulion et le point o est 
. appelé centre d' involulion. 

C’est au géomètre français Desargues qu’on doit l’invo- 
lution. M. Chasles, par la considération du centre d’invo- 
lution, a rendu simple et facile cette théorie, autrefois si 
confuse et si ohseufe. 

Lorsque six points a, d, b , b’, c, & sont en involulion, le 
centre peut avoir trois positions 

1° 11 est d’un même côté 
des six points si le segment 
ce' est intérieur à bb/ et 
celui-ci intérieur kaci . 

2° Il sépare l’un des 
systèmes de points conju- 
gués des deux autres sys- 
tèmes, si les segments aa’, 
cd sont l’un intérieur et l’autre extérieur à bb 1 . 

' 3° Il sépare trois points 

, . a, b, c de leurs conjugués 

G O G 0 €t* o C‘ , 

o', b 1 , d, si le premier est 
le conjugué du quatrième, 
le second du cinquième et le troisième du sixième. 

Dans le premier cas, si l’on a oc' -= oc, les deux points c, c' 

se confondent en un seul 
c, et les cinq points a, a\ 
b, b', c { sont en involu- 
tion ; mais on dit que c, est 

un point double et l’on a : oaX oa' =* ob X ob‘ -= oc,*. 

„ e l r, g En supposant, dans le 

’ * * ' * ‘ second cas , oc = od ou 

c i c c k oo' *= oa, on obtient deux 



J C— C f 
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systèmes de cinq points efi involution, parmi lesquels e t et 
a, sont les points doubles. 

Si l’on plend Simultanément od = oc, oa'= oa, le système 
des six points se réduit à quatre, 
a,, b, b, c,, qu’on regarde comme 

A - ° * étant en involution, et ce groupe 

a deux points doubles a,, c, éga- 
lement éloignés du centre d’involution. 

Un point double a,, son symétrique c„ par rapport au 
centre d’involution, et deux points conjugués b, b forment 
un système harmonique ; car on a : 
oc, 1 = obX ob 1 , 

THÉORÈME VIII. 



' Le rapport anharmonique de quatre points quelconques d’un 
système de six points en involution est égal au rapport anhar- 
monique de leurs conjugués. 

Soit o le centre d’involu- 
, . ,, tion des six points a, a/, b, b', 

c, d . Considérons d’abord les 
quatre points o, a', b, b' qui 
forment deux systèmes conjugués. 11 est évident que 



ab _ a'b ab a'b' a'b m ab 

ab' * a! b' ab a'b al b ’ ab ’ 



donc le rapport anharmonique ~ ~ des points a, a', 



a'b' ab 

b, b est égal au rapport anharmonique — de leurs 
conjugués a', a. b', b. 

Si les quatre points donnés sont a, a', b, c', lesquels ap- 



partiennent aux trois groupes de points conjugués, le point 
o étant d’égale puissance par rapport aux deux systèmes de 



points conjugués a, a' et b, b', on a : 



oa abXab' 

oa ' a'bXalb'' 
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Les points a, al et c, d formant deux systèmes de points 
conjugués, on a aussi : 



oa _ acXac’ 
oal a'c X a'd ’ 



donc 

et 



ab X ab' acX ac' 

albXa'b' a cXa'd’ 

ab . a'b db' # ad 

ad ’ a'd a'c ' ac 



Ainsi le rapport anharmonique ^ ^ des points a, a', b, 
d est égal au rapport anharmonique ^ de leurs con- 



jugués a', a, b 1 , c. 



THÉORÈME IX. 

Six points a, a', h, 1/, c, c', situés sur lu même droite et 
conjugués deux à deux sont en involution, lorsque ces points et 
leurs conjugués ont un rapport anharmonique égal. 

Considérons les quatre points a, a', b, c et leurs conjugués 
a’, a, b', d et supposons qu'on ait : 

ab , a'b a'b' < ab' 

ac ' a'c a'c' ’ ac'' 

Soient o le point d’égale 
c puissance des deux systè- 

o a / c e- A- *• , . . . 

mes de points conjugues 
a, d , b, b 1 et c, le conjugué 
de c; je dis que c, coïncide avec d. 

En effet, les six points a, a', b, b\ c, c, étant en involution, 

ab a'b a'b 1 ab 1 

on a : — ! - 7 - = — I — . 

ac de ac, ac, 

En comparant cette égalité à la précédente, on trouve • 

ac, a'c, 

ac' a'd ’ 
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c’est-à-dire : 



LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

ad — ac, _dc'— a‘c t 
ac' de 1 9 

c'c , c'c, 

ac' a'c' ' 



Or, cette égalité n’est possible qu’antant que la ligne c'c i 
est nulle; donc les points c 4 , d coïncident et les points a, 
a', b, b, c, d sont en involution. 



THÉORÈME X. 



Si r on joint un point quelconque à six points en involution, 
on forme un faisceau de six droites en involution, c’est-à-dire 
qu’une sécante tracée dans une direction quelconque, à travers 
le faisceau, est coupée en six points en involution. 

Soient a , a', b, b', c, d six points 
en in\olntion ; je les joins à un point 
o, extérieur à la droite ad et je trace 
la sécante ad. Les points a, p, q, y' et 
de leurs correspondants a, b, c, d ont 
les rapports anharmoniques égaux 
deux à deux ; il en est de même des 
points a, p, y, y' et de leurs correspondants d, b', d, c. Or les 
six points a, d , b, b ', c, d étant en involution, les rapports an- 
harmoniques des points a, b, c, c' et de leurs conjugués a', 
b, c', c sont égaux; donc ceux des points a, p, y, y' et de leurs 
conjugués a', p', y', y sont aussi égaux, de sorte que les six 
points «, d, p, p', y, f' sont en involution. 




6 c c- ff 



Sciiolie. — Le faisceau peut n’avoir que cinq droites et 
même que quatre, puisque cinq points et même quatre 
peuvent être en involution. Dans tpus les cas, les droites 
qui passent par deux points conjugués sont dites conjuguées. 
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Similitude. 



Deux polygones sont semblables lorsqu’ils ont les angles 
égaux chacun à chacun, les côtés adjacents aux angles égaux, 
proportionnels, et que ces parties, côtés et angles, sont 
disposées dans le même ordre. 

On appelle homologues les sommets de deux angles égaux. 

Deux côtés, deux diagonales sont aussi homologues lorsque 
leurs extrémités sont des sommets homologues. 

Deux polygones réguliers qui ont le même nombre de 
côtés sont semblables. 

On nomme centre d’un polygone un point qui divise en 
deux parties égales toute droite tracée par ce point jusqu’à 
la rencontre du périmètre du polygone. — Le point d’inter- 
section des diagonales d’un parallélogramme est un centre. 

■ 

THKORKHF I. 

Deux polygones sont semblables s'ils ont les côtés proportion- 
nels et que, à l'exception de trois angles 
consécutifs, leurs angles soient égaux cha- 
cun à chacun. 

Soient les deux pentagones ABCDE, 
A'B'C'D'E' dans lesquels je suppose 
AB _ BC_ CD _ DE _ AE 
A'B'~BÏÏ' C'D'-M' - ^' 
et l’angle B= B', l’angle C=C'; je dis que 
l’angle A=A', l’angle D=D', l’angle 
E=E', c’est-à-dire que les polygones Sont 
semblables. 



B 
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Les diagonales, tracées par les sommets A et A', décom- 
posent les polygones en triangles, deux 
à deux équianglcs. Car, 1“ Les triangles 
A RG, A'B'C' ont, par hypothèse, les angles 
B, B' égaux et compris entre des côtés 
proportionnels ; .donc ils sont équianglcs 

AC _ BC _ CD 
1 A C' _ B'C' — C I)' ’ 

2° L’angle BCR étant égal à B'C'D' et 
l’angle BCA égal à B'O A', les angles ACD, 
A'C'B' sont aussi égaux. Par conséquent 
les triangles ACD, A'G'D' qui ont un angle 
égal, compris entre des -côtés pro[»ortionnels, sont équian- 
gles et donnent : 

AD _ CD _ DE _ AE 
AD' - CD' - D'H' A'E' 

Donc, enfin, les triangles ADE, A'D'E' ont les côtés propor- 
tionnels et les angles égaux , chacun à chacun. 

J’en conclus que l’angle AED— A'E’D', l’angle EDC=E'D'C', 
l’angle BAE^=BA'E'; donc les deux polygones sont sem- 
blables. 

s 

Corollaire 1. Deux triangles, qui ont les côtés propor- 
tionnels, sont semblables. 

1 Corollaire IL — Deux polygones semblables sont décom- 
posahles en un même nombre de triangles semblables et 
disposés dans le même ordre. 

En effet, les diagonales tracées par deux sommets homolo- 
gues A, A', partagent les polygones en triangles semblables. 

Réciproquement , deux polygones sont semblables s’ils sont 
composés d’un même nombre de triangles semblables et 
semblablement disposés. 

Car leurs angles sont égaux chacun à chacun et leurs 
côtés homologues proportionnels 
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THÉORÈME II. 

Deux polygones sont semblables si, à l’exception d’un côté 
et des deux angles adjacents , leurs côtés sont proportionnels et 
leurs angles égaux chacun à chacun. 

Démonstration analogue à la précédente. 

Corollaire. — Deux triangles qui ont un angle égal com- 
pris entre des côtés proportionnels sont semblables. 

THÉORÈME III. 

Deux polygones sont semblables si, à l'exception de deux 
côtés et de leur angle, leurs côtés sont proportionnels et leurs 
angles égaux chacun à chacun. 

Démonstration analogue à la précédente. 

Corollaire. — Deux triangles équiangles sont semblables] 

Scuolie. — La similitude de deux polygones qui ont n 
côtés résulte de2n — 4 conditions distinctes, tandis que 
leur égalité en exige 2 n — 3. 



THEOREME IV. 



Si l’on joint un point quelconque o aux sommets d’un po- 
lygone abcde et qu’on prenne sur les droites 
oa, ob, oc, ou sur leurs prolongements, des 
points a', b', c\... tels que 

oa'_ob'_oc'_ _ 
oa ob oc ’ 

le polygone a'b’c'd'e' est semblable à abcde. 

En ellet, les deux triangles oab, oa’b' qui 
ont un angle égal, compris entre des côtés 
proportionnels, sont équiangles; donc le 
côté a'bf est parallèle à ab et 

a b 1 oa' 

ab oa 




= r. 
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On démontrerait de même que b'c est parallèle à bc , c’d à 
cd, etc., et que 

b'c 1 c'd 1 

v =r - 7j= r ’ t : ic -'’ 

donc les polygones abcde, db'dd'e' ont les côtés proportion- 
nels et leurs angles égaux chacun à chacun, parce qu’ils ont 
les côtés parallèles dirigés dans le même sens ou en sens 
contraire; donc ces polygones sont semblables. 

Scholie. — Lorsque les points a', b', c... sont situés sur les 
droites oa, oh, oc,... les polygones sont semblables et sembla- 
blement placés. Si les points a' , H, d ... sont sur les prolon- 
gements de oa, oh, oc,... les polygones sont semblables et 
inversement placés. 

M. Cbasles a donné à cette similitude de forme et de po- 
sition le nom d 'homothctie directe dans le premier cas et 
? inverse dans le second. Le point o est le centre de simili- 
tude et les droites oa, oa', etc., sont les rayons vecteurs des 
{•oints a, a', etc. 

Corollaire I. — Deux polygones homothétiques ont les 
côtés parallèles et proportionnels. Le rapport de similitude 
est égal à celui de deux côtés homologues. 

Corollaire IL — Les points o, b, c,... a, b 1 , c'... forment 
deux systèmes homothétiques dans lesquels a et a' sont des 
points homologues. 

La droite qui joint deux points a et b est parallèle à celle 
qui joint leurs homologues a! et b', et le rapport de ab à a b' 
est égal au rapport de similitude. 

théorème T. 

Deux polygones abcd, a'b’c'd' sont homothétiques, si les 
droites qui joignent les sommets du premier à un point p sont 
parallèles et proportionnelles à celles qui joignent les sommets 
du second à un autre point p'. 
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Prenons sur la droite pp' ou sur son 
prolongement, selon que les côtés ap, a'p' 
sont dirigés en sens contraire ou dans le 

> . , , , op' a'p' 

meme sens, un point o tel que — = — — 
‘ op ap 

et joignons-le aux points a, a'. Les trian- 
gles apo, a'p'o' ont un angle égal compris 
entre des côtés proportionnels et sont 
équianglcs ; donc l’angle aop est égal à 
a'op 1 et les droites ao, a'o coïncident. 

On prouverait de même la coïncidence 
des lignes ob, ob\ etc. Donc les deux po- 
lygones sont homothétiques et le point o 
est le centre de similitude. L’homotbétie 
est directe si les droites ap, a'p 1 sont diri- 
gées dans le même sens; elle est inverse 
dans le cas contraire. 



Scholie. — On appelle les deux points p, p pôles conjugués 
des polygones homothétiques. Deux pôles conjugués sont 
en ligne droite avec le centre d’homothétie. 



THÉOHKHE VI. 



St deux polygones à centre sont homothétiques directs, ils 
sont aussi homothétiques inverses et réciproquement. 



h 




En effet, supposons les deux parallé- 
logrammes abde, a'Vd'd homothétiques 
directs; e et c' étant leurs centres, b et 
b' deux sommets homologues, prenons 
sur le prolongement de cb un point e 
tel que ee = c6, le point e sera un 
sommet du parallélogramme abde. Or 

cb , . ce 

Jÿ = r et, par conséquent, ^ = r; 

donc les rayons homologues ce, c'b' sont 
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dirigés en sens contraire et les polygones sont homothéti- 
ques inverses. 

De là résulte qu’ils ont deux centres de similitude : 1° un 
centre externe o situé sur le prolongement de la droite ce, 
les deux polygones étant homothétiques directs; 2° un cen- 
tre interne d placé sur la droite ce', les deux polygones étant 
homothétiques inverses. 



Corollaire. — Les points oeto' divisent harmoniquement 
la distance cc' des centres des deux parallélogrammes. 



Car on a 



oc oc 

oc' oc 1 



THMHÈME VII. 



Dtuxt polygone» homothétiques à un troisième sont homothé- 
tiques entre eux. 





Soient o le centre de similitude des deux polygones ho- 
mothétiques abcd, a'b'c'd 1 , et o' celui des deux polygones ho- 
mothétiques abcd, d'b'&'d 11 Les droites a U , a' 'b", parallèles 
à la même ligne ab, sont parallèles entre elles ; il en est de 
même dea'c’, d'e", de ad 1 , a d", etc. On a aussi : 



donc 



a b 1 
ab 


de' 

ac 


.... = r, 


a!' b" 

ab 


a"c"_ 

ac 


....=r', 


a" b/' 


d'e'' 


r' 


a' b 


bd 


r ‘ 



rA • 
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* ' 

Les droites qui joignent le point a' aux sommets V, d , à' 
étant parallèles et proportionnelles a celles qui joignent a" 
aux sommets 6", c", d 1 ', les polygones afb'dcT, d'b"d'ct' sont 
homothétiques directs ou inverses, selon que Fhomotliétie 
est de meme nom ou de nom contraire dans les deux sys- 
tèmes homothétiques donnés. 

Corollaire. — Si Ton suppose r'— r, on a a"V=a'b\ 
u"c"=a!d , etc., et les polygones a"b"c"d l! , afb'c'd' sont 
égaux. Donc on peut former tous les polygones homothéti- 
ques au polygone abcd au moyen du seul centre o de simi- 
litude en faisant varier r de o à œ. 

Scholie. — Trois polygones homothétiques étant donnés, 
parmi les trois systèmes homothétiques qu’ils forment il 
n’y en a qu’ün nombre impair dont l’homothélie soit di- 
recte. 

THÉORÈME VIII. 

Les centres de similitude de trois polygones deux à deux ho * 
molhétiques sont en ligne droite. 

Soient P, P', F' les polygones 
donnés, 0 le centre de similitude 
de P et P', O' celui de P et P", et 
O" celui de P' et F'. Prenons sur 
la droite 00' le point 0'", pôle conjugué de 0', pour les deux 
polygones P, P'. Les points 0', 0"' sont aussi deux pôles 
conjugués des polygones homothétiques P", F ; donc leur 
centre de similitude 0" est situé sur la droite O'O'" et les 
trois centres 0, 0', 0'' sont sur la même droite. 

Corollaire. — Si trois polygones à centre sont homothéti- 
ques, ils ont trois centres de similitude externes et trois 
centres de similitude internes. 

En considérant les trois systèmes comme homothétiques 
de même nom* leurs centres d’homothétie sont externes; 
donc les trois centres de similitude externes sont en ligne 
• 8 
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droite. Si ou suppose les trois systèmes homothétiques de 
nom contraire, ils ont deux centres de similitude internes et 
un centre externe. Donc deux centres internes et un centre 
externe, correspondant au troisième centre interne, sont en 
ligne droite. 

Sciiolie. — La droite sur laquelle sont les trois centres de 
similitude externes a reçu le nom d'axe d'homothétie directe. 
Chacune des trois droites qui passent par deux centres in- 
ternes et un centre externe est appelée axe de similitude in- 
verse. 



THIvORKME IX. 



1° La ligne homothétique d’une circonférence est une autre 
circonférence. 

2° Deux circonférences sont homothétiques directes et inverses. 

Soient o le centre de similitude, c le centre 
du cercle donné ca et c' son homologue. Je 
joins c' à l’homologue a d’un point quelcon- 
que a de la circonférence ca, et 
c’a 1 

— =r; 
ca 

donc la droite c'a' a une longueur constante, 
et le lieu du point a! est une circonférence 
de cercle qui a pour centre le point d et pour 
rayon la droite c al. 

Les rayons homologues ca, c’a' étant diri- 
gés dans le même sens, l’homothétie est directe. Le rayon 
c'd', prolongement de c'a', est parallèle à ca et l’on a : 

cd' dal 

ca ca ’ 

donc les deux circonférences sont aussi homothétiques 
inverses 




Corollaire 1. — Deux arcs homothétiques ab, a'b ', c’est-à- 
dire ceux dont les extrémités sont des points homologues, 
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corrcspi ndent à des angles aux centres égaux acb, a'&b’. 

Car ces angles ont leurs côtés parallèles dirigés dans le 
même sens ou en sens contraire. 

Corollaire II. — Les tangentes aux points homologues de 
deux circonférences homothétiques sont parallèles. — Les 
tangentes communes à deux circonférences passent par l’un 
ou l’autre; des centres de similitude. 

Corollaire III. — Les centres de similitude o, o' divisent 
harmoniquement la distance ce' des centres des deux cercles. 

Scholie. — Les centres de similitude de trois cercles, con- 
sidérés deux à deux, sont trois à trois en ligne droite. La 
droite qui passe par les centres externes est l’axe de simili- 
tude externe ; les trois autres droites sur chacune desquelles 

se trouvent deux centres internes et le centre externe cor- 

• % 

respondant au troisième centre interne sont les axes de 
similitude internes. 

THÉORÈME X. 

Si on trace deup sécantes quelconques oa, od par l’un des 
centres de similitude de deux cercles c, c', parmi les huit points 
d’intersection quatre quelconques a, d, b', e' non conjugués 
sont situés sur la même circonférence. 

En effet, on a, par hypothèse : 
oa l oa' : : od : od 

Les quatre points a 1 , b', e', d' appartenant 
à la même circonférence, on a aussi : 
oei oa' ob' ‘ od' ; 
donc oa\ od \ '. od ; ob' 

et les points a, d, b, e' sont sur la même cir- 
conférence. 

Il en est de même des quatre points b, e, 
a', d'; des points a, e, d', h', et enfin de d, b t 
a’, e'. 
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Corollaire. — Si on fait tourner la sécante 
od autour du centre o jusqu’à ce qu’elle coïn- 
cide avec oo, chacune des circonférences 
adb’e’, a'd'be devient tangente aux deux cir- 
conférences données et la droite qui joint 
les deux points de contact passe par le centre 
de similitude externe ou interne, selon que 
les deux contacts sont du même genre ou dé 
genre différent. 
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CHAPITRE VI. 

Problèmes sur le» Lignes proportionnelles. 



Problème -^Construire une quatrième proportionnelle à 
trois droites A, B, C. 

Sur le côté DE d’un angle quelconque 
EDG prenez DE=A, DF= B et sur 
l’autre côté la ligne DG=C. Joignez le 
point E au point G et tracez FH paral- 
lèle à EG. La droite DH est la quatrième 
proportionnelle demandée; car on a 

de : df : : dg : du. 

Corollaire. — Si les deux lignes B, Csont égales, la ligne 
DH prend le nom de troisième proportionnelle aux deux 
droites A et B. 

Problème II. — Construire une moyenne proportionnelle en- 
tre deux droites A, B. 

Sur une droite indéfinie prenez 
CD = A et DE = B. Décrivez une demi- 
circonférence sur CE comme diamètre 
et tracez par le point D la droite DF per- 
pendiculaire à CE. La moyenne propor- 
tionnelle demandée est égale à DF. 

Sciiolie. — La moyenne proportionnelle entre deux lignes 
. inégales CD, DE est moindre que leur moyenne arithmé- 
tique 51F. 
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Problème 111. — Diviser une droite A en parties proportion- 
nelles à des lignes données B, C, D ou en un certain nombre de 
parties égales. 



1° Prenez sur le côté EO d’un angle 
quelconque OER la droite EF = A et 
sur l'autre côté la droite EK = B, 
KH = C, IIG=D. joignez le point F au 
point G et tracez les droites HL, KM 
parallèles à GF. Les points M, L divi- 
sent EF en segments proportionnels à 



2‘ Pour diviser la droite A en un 
certain nombre de" parties égales, trois 
par exemple, faites une construction 



analogue à la précédente, en prenant toutefois pour B, G, 
D trois lignes égales à une même droite d’une grandeur 
quelconque. 

Problème IV. — Diviser la droite AB en moyenne et extrême 



moyenne proportionnelle entre l’ autre partie et la ligne entière. 



Par l’extrémité B de la droite 
- ,v donnée AB, tracez sur cette ligné 
la perpendiculaire BO égale à la 
moitié de AB; décrivez une cir- 



ceutre avec le rayon UB; tracez la 
sécante AO et prenez sur AB une 



longueur AC égale à AD; le point G divise AB en moyenne 
et extrême raison. 

En effet, AB étant tangente au cercle, on a : 



d’où l’on déduit : AB : AE — AB ; ’. AD : AB — AD, 




B, C, D. 



raison, c’est-à-dire en deux parties telles que la plus grande soit 




conférence du point O comme 
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or le diamètre DE est égal à AB, 
donc AB I AC T. AC : BC. 

Corollaire — Si on désigne par a la droite' AB, le triangle 
rectangle ABO donne : 

A0 «= a ‘ + I = _; 

orAC=AO — BO, donc i " 

, a l/5 a a(l/5 — 1) 

2 2 “ 2 
On a pour l’autre segment de la droite AB : 

,_a( 3 — 1/3) 

2 ' ' 



AC: 



BC: 



Scholie* — La sécante AE est divisée par le point D en 
moyenne et extrême raison. 

Problème V. — Diviser une droite harmoniquement, dans U 
rapport de deux droites données. 

Pour diviser la droite AB harmoni- 
, quement et dans le rapport des droites 

m, n, trace* par le point A une droite 
quelconque AC égale à m et par le 
point B une parallèle à C, sur laquelle 
vous prendrez chacune des droites BD, 
BE égale à n. Joignez le point C aux 
points D et E ; les droites CD, CE ren- 
contrent AB aux points F et G qui la 
divisent harmoniquement. 

En effet, les quatre droites CA, CG, 
CB, CF forment un faisceau harmonique, puisque CA est 
parallèle à DE que les trois autres droites divisent en deux 
parties égales ; et l’on a GA : GB : : m n. 

Problème VI. — Connaissant trois droites d’un faisceau 
harmonique, construire la quatrième. 
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Soient les trois droites données OA, 
OB, OC; tracez par le point C de la 
droite OC une parallèle CE à AO; pre- 
nez sur le prolongement de CE la ligne 
CF égale à CE et menez la droite OF 
qui sera la quatrième du faisceau, puis- 
que OA est parallèle à EF que les trois 
outres droites OB, OC, OD divisent en deux parties égales. 




Corollaire. — Cette construction fait connaître le point ï) 
conjugué harmonique de B par rapport à une droite donnée 
AC. 

Problème Vil. — Construire le pôle d'une droite et la po- 
laire d’un point par rapport à un cercle. 

1" Pour déterminer le pôle F 
de la droite CD par rapport au 
cercle AO, tracez le diamètre AB 
perpendiculaire à CD et cherchez 
le conjugué harmonique de E par 
rapport à la droite AB. 

2* Pour construire la polaire du point F, déterminez le 
point E, conjugué harmonique de F par rapport au dia- 
mètre AB et tracez la droite EC perpendiculaire sur AB. 




Problème VIII.— Construire, sur une droite donnée, un 
triangle ou un polygone semblable à un triangle ou à un po- 
lygone donné. 

1“ Pour tracer sur la droite ab un tri- 
angle semblable au triangle ABC, suppo- 
sez que ab soit homologue à AB et faites 
l’angle bac égal à BAC, l’angle abc égal à 
ABC. Le triangle abc est semblable à 
ABC. 



2 a Soit à construire un polygone sem- 
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blable à DEFGH sur la droite de , homo- 
logue au côté DE. Tracez les diagonales 
DF, DG ; faites successivement te triangle 
def semblable à DEF, le triangle dfg sem- 
blable à DFG et dgh semblable à DGH. 
Les deux polygones defgh, DEF, etc-, sont 
aussi semblables. 

Problème IX. — Tracer une tangente 
commune à deux cercles. 

Déterminez les centres 
de similitude O, (F des 
deux cercles en divisant 
— la distance de leurs cen- 
tres C, G' harmonique- 
ment et dans le rapport 
des rayons CA, C’B. Tra- 
cez ensuite par chacun des points O, O' des tangentes au 
cercle C ; ces lignes toucheront aussi l'autre cercle C', car 
les points E, E', dans lesquels chacune de ces droites ren- 
contrent les deux circonférences, étant homologues, les 
rayons CE, C E' sont parallèles et la droite OE, perpendicu- 
laire sur CE, est aussi perpendiculaire sur C'E'. Donc les 
deux cercles C, C' ont la même tangente OE. 

Scholie. — Le problème a quatre solutions lorsque les deux 
cercles sont extérieurs l’un à l’autre, trois lorsqu’ils, se tou- 
chent extérieurement, deux s’ils sont sécants et une seule 
s’ils se touchent intérieurement. 

PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

. r 

1 — Inscrire dans un cercle un triangle dont^g*»rl!otés 
passent par deux points donnés et dont le troisième soit pa- 
rallèle à une droite donnée. 

2 — Inscrire dans un cercle un triangle dont les trois côtés, 
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prolongés s’il est nécessaire, passent par trois points donnés. 

S— Si, par les sommets d’un triangle inscrit dans un 
cercle, on tracé des tangentes, elles rencontrent les côtés 
opposés en trois points qui sont en ligne droite. 

4 — Tirer, par un point pris sur la bissectrice d’un angle 
donné, une droite d’une longueur donnée. 

5 — En cercle et une droite EF qui lui est extérieure étant 
donnés, tracez le diamètre CA perpen- 
diculaire à EF et par le point A une 
sécante quelconque ABD; menez par les 
points B, D les tangentes BF, DE et dé- 
montrez que ces droites rencontrent 
EF à égale distance du point A. (Con- 
cours.) 




O — Si, par le milieu d’une corde donnée dans un cercle 
on trace deux autres cordes quelconques, la droite qui joint 
deux de leurs extrémités et celle qui passe par les deux 
autres rencontrent la corde donnée en des points également 
distants du milieu de cette corde. 

/ 7 — Décrire une circonférence tangente à une droite et 
passant par deux points donnés. 

y S — Tracer une circonférence passant par un point et tan- 
gente à deux droites données. 

9 — Tracer un cercle tangent à deux droites et à un cercle 
donnés. 

40 — Tracer un cercle tangent à un cercle donné et pas- 
sant par deux points donnés. 

41 — Tracer un cercle tangent à une droite, à un cercle 
donnés et passant par un point donné. 

42 — Tracer un cercle tangent à une droite et à deux 
cercles donnés. 

43 — Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés et 
passant par un point donné. 

44 — Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés. 

45 — Tracer, par deux points donnés sur une circonfé- 
rence, deux sécantes qui se coupent sur la circonférence et 






LIVRE III, CHAP. VI. 123 



rencontrent un diamètre donné en des points également 
distants du centre. 

1®— Décrire un cercle passant par deux points donné# et 
interceptant sur un cercle donné un arc dont la corde soit 
d’une longueur donnée. 

$ 47 — Inscrire dans un cercle un triangle isocèle dans 
lequel la somme de la base et de la hauteur soit égale à 
une droite donnée. (Concours.) 

48 — Inscrire un carré dans une demi -circonférence. 

/ 4® — Construire un triangle dont on connaît la gran- 
deur et la position de la base, la sommo des deux côtés 
et une droite sur laquelle le sommet doit être situé. (Con- 
cours.) ' • . 

80— Si un diamètre AB d’un cerele est divisé harmoni- 




au centre 0 du cercle est constant. 



quemcnt aux points C, D et que par 
ces points on élève deux perpendi- 
culaires sur AB, on demande de dé- 
montrer que toute tangente au cercle- 
rencontre les deux perpendiculaires 
en deux points P et Q, tels que le 
rapport de leurs distances PO, QO 



84 — Trois droites AA', BB', CC' parallèles et inégales 
étant données, démontrer que les points de rencontre de 
AB avec A'B', de AC avec À'C' et de AD avec A'D' sont en 
ligne droite. 

88 — Si par un point pris sur le plan d’un cercle on trace 
deux sécantes perpendiculaires l’une sur l’autre, la somme 
des carrés des quatre segments est constante. 

83 — Les milieux des diagonales d’un quadrilatère com- 
plet sont en ligne droite 

24 — Le point de contact d’une tangente et les trois points 
dans lesquels elle est rencontrée par deux autres tangentes 
et par la droite qui joint leurs points de contact forment un 
système harmonique. 



25 — Les six points de rencontre d’une transversale quel- 
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conque avec les côtés d’un quadrilatère et les diagonales 

intérieures sont en involution. 

29 — Les six points de rencontre d’une transversale 
quelconque avec une circonférence et les côtés d’un qua- 
drilatère inscrit sont en involution. 

27 — Quatre points a, b, e, d et un point mobile m étant 
donnés sur une circonférence, démontrer que les rapports 
anharmoniques des quatre droites ma, mb, me, md sont 
constants. 

2$ — Les rapports anharmoniques de quatre droites pas- 
sant par le même point sont égaux à ceux de leurs pôles par 
rapport à un cercle. 

29 — Un quadrilatère étant circonscrit à un cercle, les 
rapports anharmoniques des points de rencontre de ses côtés 
avec une tangente mobile sont constants. 



I.im r.EOMETRIQlES. 



M 



Àk~ 



%. — Une corde AB étant donnée dans un 
cercle, si on trace par l’une de ses extré- 
| mités, B, une sécante et qu’on prenne 
b CM = CA, quel est le lieu du point M? 

^ ' 2 — Quel est le lieu des points tels que 

la somme ou la différence des distances de chacun d’eux à 
deux droites données soit égale à une ligne donnée m. 

3 — Sur deux droites rectangulaires on fait glisser les ex- 
trémités de l’hypothénuse d’un triangle rectangle; quel est 
le lieu décrit par le sommet de l’angle droit? 

jg — Quel est le lieu des points tels que la distance de cha- 
cun d’eux à la base d’un triangle isocèle soit moyenne pro- 
portionnelle entre ses distances aux deux autres côtés. 

5 — Trouver le lieu des points tels que deux segments 
donnés d’une même droite soient vus de chacun de ces 
points sous des angles égaux. 

O — Trouver le lieu des points tels que deux cercles donnés 



% 
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soient vus de chacun de ces points sous des angles égaux. 

7 — Par un point A d’un cercle tra- 
cez une sécante et prenez une longueur 
AM telle que AMxAB = K*. Quel est le 
lieu du point M? 

8 — Par un point A d’un cercle tra- 
cez une sécante et prenez une longueur AM telle que l’on 
ait AB I BM I ", p : g. Quel est le lieu du point M? 

9 — Trouver le lieu des points M tels qu’enjoignant clia 1 
cun d’eux aux deux extrémités de deux droites données AB, 
CD les triangles MAB, MCD soient entre eux comme deux 
lignes données. 

ÎO — Quel est le lieu des sommets des triangles qui ont, 
la hase et la médiane de l’un des deux autres côtés com- 
munes. 

1 1 — Soit AB un diamètre du cercle 
BO ; tracez une sécante BGD et prenez 
CD — BC; joignez le point I) au centre 
0, le point C au point A et déterminez 
le lieu du point M d’intersection des 
droites AC, OD. 




12 — D’un point quelconque A du prolongement du dia- 
mètre BD, tracez la tangente AC, 
la bissectrice de l’angle CAO et 
cherchez le lieu du point M pris de 
la perpendiculaire OM, menée par 
le centre 0 sur la bissectrice AM. 



/ 

/ 





14 



13 — Par un point 0 de l’hypo- 
thénuse BC du triangle rectangle 
ABC, tracez une sécante quelconque 
DE, décrivez les cercles OBE, OCD 
et cherchez le lieu du point M de 
rencontre des deux cercles. 

-Du point A tracez deux droites quelconques AB, 
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AM faisant entre elles un angle donné; 
prolongez la première droite jusqu’à 
la rencontre d’une droite CD donnée 
et prenez ^sur l’autre AM un point M 
tel que l’on ait 

• am : ab : : p : q. 



et déterminez le lieu du point M. 

15 — Remplacez dans l’énoncé précédent la droite CD par 
une circonférence et cherchez le lieu du point M. 

16 — Deux droites parallèles OA, 
BE et la perpendiculaire OB étant 
données, prenez OA = OB, tracez par 
le point O une sécante quelconque OD, 
prenez OC=DB et cherchez le lieu du 
point M de rencontre des droites DO, 
AC. 




11 — Lieu des milieux des cordes interceptées par un 
cercle donné sur les sécantes tracées par un point donné. 

1S — Lieu des points tels que les pieds des perpendicu- 
laires tracées à chacun d’eux sur les côtés d’un triaugle 
donné soient en ligne droite. 

19 — Un cercle BO et un diamètre AC étant donnés, me- 
nez un rayon quelconque OC, tracez CD 
perpendiculaire sur AB et prenez OM = 
CD. Quel sera le lieu du point M? 

MO — Même figure. Prenez OM=OD. 
Quel sera le lieu du point M? 

*1— Si, pour construire le quadrilatère ABCD, on ne 
donne que les trois côtés AB, BC, CD et la diagonale AC, le 
quadrilatère est indéterminé; 1° quel est alors le lieu du 
quatrième sommet D? 2° quel est le lieu du milieu de la 
diagonale BD ? 3° quel est le lieu du milieu de la droite qui 
joint les milieux des diagonales? 




J,,. 



Digitized by 






LIVRE IV. * 

PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES RES FIGURES. 



CHAPITRE I. 



■* Mesure des Surfaces planes. 




On appelle aire d’une figure la mesure de son étendue. 





La hauteur d’un triangle ABC 
est la perpendiculaire AO tracée 
d’un sommet A. sur la direction 
du côté opposé BC pris pour 
base. 





Le trapèze AC a pour bases ses deux 
côtés parallèles AB, CD et pour hauteur 
la perpendiculaire EF qui mesure la 
distance de ses bases. 

La hauteur d’un parallélogramme AC 
est la perpendiculaire EF qui mesure la 
distance des deux côtés opposés AB, CD 
qu’on prend pour les bases du parallélo- 
gramme. 



THÉORÈME I. 



Le rapport de deux rectangles AC, AE qui ont la mime hau- 
teur AB est égal à celui de leurs bases BC, BE. 
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1° Je suppose d’abord les bases commensurabjes et leur 
plus grande commune mesure BG con- 
~j — — tenue 5 fois dans BC, 3 fois dans BE, de 

. sorte une 

j M* . bc;be::5:3. 

B G H K G 

Je trace, par les points de division des 
bases, des perpendiculaires à BC; ces lignes divisent le rect- 
angle AC en''* rectangles, égaux à ABGK parce qu’ils ont les 
bases égales chics hauteurs égales. Le rectangle AE conte- 
nant 3 fois ABGIh on a : 

rect. AC '. rect. AE I V 5 .’ 3, 
et par suite : rect. AC ; rect. AE ! *. BC : BE. 

2° Si les bases sont incommensurables, je divise l’une 
v f u d’entre elles, BE par exemple, en 10 par- 
] 1 tics égales et je . suppose BC plus grande 

que 16 fois, mais moindre que 17 fois 

] ï — 1 BC 

E .— de BE, de sorte (pie le rapport est 

J 0 dL 

j u j y 

compris entre ^ et En traçant par les points de divi- 
sion de BC des perpendiculaires à cette base, je divise le 
rectangle AE en 10 parties égales; le rectangle AC contenant 

16 fois le dixième du rectangle AE avec un reste moindre 

..... . rect. AC .16 

que ce dixième, le rapport — est compris entre — et 

1 rect. AE 10 

17 rect. AC BC .. . , 

v--; donc les rapports -r-=, — contiennent le meme 

10 11 rect. AE BE 

nombre de dixièmes. 

On prouverait de même qu’ils contiennent le même 
nombre d’unités décimales d’un ordre quelconque ; donc ces 
rapports sont égaux. V 



THEOBEME II. 

Le rapport de deux rectangles quelconques est égal au produit 
des rapports des bases et des hauteurs. 
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Soient R, R' deux rectangles, h, h J leurs hauteurs et b, b' 
leurs bases ; je fais un rectangle 
R" ayant la base b du premier et 
la hauteur h' du second. Les deux 
rectangles R, R'' ont la même 
base; donc 

R _h 

6 t RW k ' : 

Les deux rectangles R", R' dont les hauteurs sont égales 
donnent aussi : . « 

R l_b 
R' P 

Je multiplie ces deux égalités nombre à nombre et j’en 
déduis : 

R' H b‘ 

Corollaire. — En supposant h =l m , 5, 6=3 m ,2, /»'= l m ,2, 
b' =2 a ,l, on a : 

R _ 1,5 ^ 3,2 _ 15x32 _ 5 
R' “ 1,2 X 2,4 ~ Ï2X24 ~ 3’ 

3 

Donc le rectangle R' est égal aux r de R. j 

D 

THÉORÈME III- 



L'aire d’un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur, si l’on prend pour unité de surface le carré fait sur 
l’unité linéaire. 

L’unité linéaire étant le mètre, si l’on 
convient de prendre pour unité de super- 
ficie le carré fait sur le mètre, la mesure 
6 d’un rectangle est égale au rapport do ce 

m\ c I rectangle au mètre carré. 

Soit R un rectangle ayant b pour base 
ét h pour hauteur; si l’on désigne par C le carre fait sur l’u- 

9 
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qité linéaire m, le théorème précédent donne l’égalité : 

B=A X -. 

C m m 

ï{ h b 

Or les rapports — , —, — représentent les mesures du rect- 
t m m 

angle, de sa hauteur et de sa base; donc le nombre abstrait 
qui exprime l'aire d’un rectangle est égal au produit des 
nombres abstraits qui expriment sa hauteur et sa base. C’est 
ce qu’on énonce d’une manière abrégée en disant qu’un 
rectangle est égal au produit de sa hauteur par sa base. 

Corollaire. — L’aire d’un carré est égale au produit de sa 
hauteur par sa base, c’est-à-dire à la seconde puissance de 
son côté. 

Scholie I. — On a donné à la base et à la hauteur d’un 

rectangle le nom de dimensions de sa surface. 

. * 1 . , 4 » - 

Scholie II. — On appelle rectangle de deux lignes A et B le 
produit des deux nombres qui expriment les longueurs de 
ces lignes rapportées à l’unité linéaire ; — Carré d’une ligne 
A le produit du nombre qui exprime la longueur de A par 
lui-même. 



THÉORÈME JIY* 

L’aire d'un parallélogramme est égale au produit de sa base 
par sa hauteur. 

Par les extrémités A et B de la base AB 

*LJ! JM; du parallélogramme AC, je trace des per- 

j j pendiculaires sur cette ligne, jusqu’à la 

c ^ rencontre de DG. Les triangles rectangles 

BCE, ADF ont l’hypothénuse égale et un 
côté égal chacun à chacun, donc ils spnt égaux; si je les 
retranche successivement du quadrilatère ABCF, le parallé- 
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logramrae AC et Je rectangle AE que je trouve pour restes 
sont équivalents. .... , 

Or le rectangle a pour mesure ABXBE; donc l’aire du 
parallélogramme est aussi égale à ABX BE, c’est-à-dire au 
produit de sabase par sa hauteur. 

Corollaire. — Deux parallélogrammes qui ont les bases 
égales sont entre eux comme leurs hauteurs; — si les hau- 
teurs sont égales, ces parallélogrammes sont entre eux 
comme leurs bases. 

THÉORÈME V. 

L'aire d’un triangle est égale à la moitié clu produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit ABC le triangle donné ; je trace AD 
parallèle à BC et CD parallèle à AB. Les 
triangles ABC,-ACD ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun, donc ils sont 
égaux et le triangle ABC est équivalent 
à la moitié du parallélogramme BD, (kmt la base et la hau- 
teur sont les mêmes que celles du triangle. 

Or le parallélogramme a pour mesure BCXAE; donc 
l’aire du triangle ABC est égale à la moitié de BC X AE, c’est- 
à-dire à la moitié du produit de sa base par sa hauteur. 

Scholie. — Deux triangles qui ont des bases égales sont 
entre eux comme leurs hauteurs;* — si les hauteurs sont 
égales, ces triangles sont entre eux comme leurs bases. 

THÉORÈME VI. 

L'aire dun trapèze ABCD est égale au produit de sa hauteur 
AE par la demi-somme de ses bases AB, CD. 

Je prolonge la base DC d’une lon- 
gueur CF égale à AB et je joins le 
point A au point F. Les triangles 
ABG, CCF ont un côté égal adjacent 
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•à deux angles égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux. 
Si je les retranche successivement de la figure entière AFGB, 
le trapèze ABCD et le triangle ADF que j'obtiens pour 
restes sont équivalents. 

Or le triangle a pour mesure AErX } DF ; donc l’aire du 
trapèze est aussi égale à AE X * DF, c'est-à-dire au produit 
de sa hauteur par la demi-somme de ses bases DC, AB. 

Corollaire. — Le trapèze a aussi pour mesure le produit 
de sa hauteur AE par la droite GH qui joint les milieux de 
ses côtés non parallèles. En effet, les deux triangles ADF, 
AGH qui ont un angle commun compris entre des côtés 
proportionnels sont semblables. Donc la droite GH est pa- 
rallèle à DF et égale à la moitié de cette ligne. 



THÉOBÈME VII. 

Mesurer la surface d' un polygone quelconque. 

Pour évaluer l’aire d’un polygone, 
on le décompose en triangles, en joi- 
gnant un point quelconque O de l’in- 
térieur à tous les sommets. On calcule 
les aires de ces triangles et on en fait 
la somme. 

Coroli aire. — Si le polygone est régulier et qu’on prenne 
le centré pour sommet des triangles, 
chacun d’eux a pour hauteur le rayon 
OK du cercle inscrit et pour base un 
côté du polygone. Donc f aire du poly- 
gone régulier est égale au produit de son 
périmètre par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 
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THEOREIHE THE. 



Si deux triangles ABC, DEF ont leurs angles A et D égaux, 
ils sont entre eux comme les produits des côtés de chacun de 
ces angles. ' 

n Soient la droite BG 

p 

perpendiculaire sur AC 
et la droite EH perpen- 
diculaire sur DF; cha- 
cun des triangles ABC, DEF ayant pour mesure la moitié 
du produit de sa base par sa hauteur, on a : 

ABC 




DEF 



ACXBG_AC_ BG 
DFXEH _ DF X ËH’ 



Or, les angles A et D étant égaux par hypothèse, les tri- 
angles rectangles ABG, DEH sont équiangles et donnent : 
BG_AB 
EH “DE 5 
ABC _ AC X AB 
DEF ” DF X DE' 



donc 




B CE P 

égaux et leurs côtés proportionnels, on a : 



Corollaire. — Deux triangles 
semblables ABC, DEF sont entre 
eux comme les carrés des côtés ho- 
mologues AB, DE. 

Car, les angles A et D étant 







ABC _ AB X AC 




• 


DEF DEXDF 


et 




AC _AB 
DF - DE’ 


donc 




ABC _ AB* 
DEF DE*' 
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sembl; 
inscrit 
les car: 



THEOREME IX. 



Les périmètres de deux polygones semblables sont entre eux 




comme deux côtés homo- 
logues, et leurs surfaces entre 
elles comme les carrés de ces 
côtés. 

l°Lcs polygones ABCDE, 



FGI1KL étant semblables, nous avons : 

AB_BC_CD_ _AB + IiC+CD + ... 

FG = “ 



GH 11K FG + GH+HK+..»;’ 

donc les périmètres sont entre eux comme deux côtés ho- 
mologues. 

2“ Traçons, par deux sommets homologues A et F, les 
diagonales dans chacun des polygones. Les deux triangles 
ABC, FGH étant semblables, nous avons : 

' ABC AC* 



FGH FU*' 

Les triangles semblables ACD, FHK donnent aussi : 
ACD AC* AD* 



FHK FH* FK*' 

Les triangles semblables ADE, FKL donnent de même 
ADE AD* 



FKL FK** 

Les rapports précédents étant égaux deux à deux, il en 
résulte que 

ABC ACD ADE ABC + ACD + ADE 



FGH FHK FKL FGH + FHK + FKL’ 

donc les polygones ABCD, FGHK sont entre eux comme 
deux triangles semblables ABC, FGH, c’est-à-dire comme 
les carrés de deux côtés homologues AB, FG. 



Corollaire, — Les périmètres de deux polygones réguliers 



V 

c 
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semblables sont entre eux comme les rayons des cercles 
inscrit et circonscrit. Leurs surfaces sont entre elles comme 
les carrés de ces rayons. 

1 Soient AB, ab les côtes de deux po- 

lygones semblables et C, e leurs 
f \ j " v y -f centres; les deux triangles ABC, abc 
1 ' \ I j sont équiangles et par conséquent 

v v semblables. Il en est de même des tri- 

U o 

angles rectangles ADC, ade; donc on a * 
périmètre AB AB _ AG __ CD 
périmètre ab ab ac cd * 



^ surface AB _ AB*_AC* _ CD* 

• i surface ab ab * or 1 cd *’ 

1 - . : 

S 

s 
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CHAPITRE II. 

< 

Relation* entre le* côté* d'an Triangle. 



Lemme I . — Le carré de la somme de deux lignes droites est 
égal à la somme des carrés de ces lignes augmentée de deux fois 
leur rectangle. 

Sur la droite AC, égale à la somme des 
droites AB, BC je construis un carré AD ; 
je prends sur le côté AE la droite AF égale 
à AB et je trace FG parallèle à AC, BK pa- 
rallèle à AE. Ces deux lignes décomposent 
le carré AD en quatre parties : la première 
ABHF est le carré de AB, la seconde GDKH est le carré de 
BC et les deux autres BCGH, EFHK sont des rectangles ayant 
pour dimensions des lignes égales à AB et à BC ; donc 

(AB + BC)* = AB* + BC' + 2 AB X BC. 




Corollaire. — Si les droites AB, BC sont égales, on a : 

AC* =i AB'. 

Lemme II. — Le carré de la différence de deux lignes droites 
est égal à la somme des carrés de ces lignes, 
' ‘t diminuée de deux fois leur rectangle. 

b Soit AC la différence des deux droites 
AB, BC. Je fais sur AB et sur* BC les carrés 
H ABDE, BCGF ; je prends sur AE la droite 
AL égale à AC et je prolongé GC jusqu’à 
la rencontre de LH, parallèle à AB. La 
somme des carrés de AB et de BC est décomposée en trois 









G 


K. 



* * 
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parties : La première ACKL est le carré de AC et les deux 
autres GKHF, DELH sont des rectangles ayant pour dimen- 
sions des lignes égales à AB et à BC; donc 

(AB — BC) , *=AB*+BC* — 2ABXBC. 



Lemme III.— La différence de deux carrés est égale au rect- 
angle de la somme et de la différence des côtés des deux carrés. 

Soient ABCD, CEFG deux carrés, je pro- 
longe EF jusqu’à la rencontre de AD et 
AB d’une quantité BK égale à GF. Les 
deux rectangles BELK, DGFH sont égaux, 
parce qu’ils ont des hases égales et des 
hauteurs égales ; donc le rectangle AKLH est équivalent au 
polygone ABEFGD, différence des deux carrés donnés, et 
l’on a : AB*— BK» = (AB + BK) (AB— BK). 







ï 


E 



B X 



THÉORÈME I. 



Le carré du côté opposé à l'angle droit d’un triangle rect- 
angle est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. 



N 




Je construis un carré sur chacun 
des côtés du triangle rectangle ABC 
et je trace, du sommet de l’angle 
droit BAC, la droite AM, perpendicu- 
laire sur l’hypothénuse BC. La ligne 
AM partage le carré BK, fait sur l’hy- 
pothénuse, en deux rectangles BM, 
CM respectivement équivalents aux 
carrés AE, AF, faits sur les côtés de 
l’angle droit. 



En effet, je prolonge les droites AM, BH jusqu’à la ren- 
contre de ED, les deux triangles rectangles ABC, EBO sont 
égaux, parce (pie le côté AB est égal à EB et l’angle ABC 
égal à EBO; donc les hypolhénuses BC, BO sont égales. 
Le rectangle BM et le parallélogramme ABON, qui ont des 
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bases égales RH, RO et la même hauteur BL, sont équiva- 
lents ; le parallélogramme ABON est aussi équivalent au 
carré AE, parce qu'ils ont la même base AB et la même hau- 
teur AD; donc le rectangle BM et le carré AE sont équivalents. 

On démontrerait de même l’équivalence du rectangle CM 
du carré ÀF ; donc on a : 

BC* = AB*+AC*. 



li 

si 



Z\ Ts 



COüoLt.unE. — Le carré ABCD e$t équivalent à la moitié du 
carré de sa diagonale AC. 

Car le triangle rectangle ABC donne : 

AC’= AB*+ BC*=2 AB*. 

De cette égalité résulte la proportion : 

ac* : ab* : : 2 : 1 , 

ou ac : ab ::VÎ-: i; 

donc le rapport de la diagonale au côté du carré est in- 
commensurable. 




0 

D 




THEOREME II. 

Le earrt du côté AB, opposé à l'angle aigu C du triangle ABC, 

est égal à la somme des carrés des 
deux autres côtés AC, BC du tri- 
angle, diminuée de deux fois le 
rectangle de l'un de ces côtés par 
la projection du second sur le pre- 
mier. 

Soit BD perpendiculaire sur AC; on a, dans le triangle 
rectangle ABD : 

AB* = BD* + AD*. 

Or AD* = (AC— CD)* = AC* + CD*— 2 AC X CD ; 
donc AB* = AC* + CD* + BD’ — 2 AC X CD. 

Lfe triangle BCD étant rectangle, on a aussi : 

CD’ 4- BD* = BC* ; 

dorié AB’ = AC' + BC’— 2 AC X CD. 



Jt 



4: 



»£• 'pk 
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Schoue. — Si les trois côtés AB, AG, BC sont donnés, l’éga- 
lité précédente fait connaître la projection CD du côté BC 
sur AC. On en déduit la hauteur et l’aire du triangle ABC. 



THEOREME in. 

Le carré du côté AB, opposé à r angle obtus C du triangle 
ABC, est égal à la somme des carrés des 
deux autres côtés AC, BC du triangle , aug- 
mentée de deux fois le rectangle de l'un de 
ces côtés par la projection du second sur le 
premier,. 

Soit BD perpendiculaire sur AC; on a dans le triangle 
rectangle ABD : 

AB* = BD 1 + AD*. 

Or AD* = (AC + CD)* = AC* -f CD* + 2 AC X CD. 

Donc AB*= AC* + CD* + BD* + 2 AC X CD. 

Le triangle BCD étant rectangle, on a aussi : 

CD* -f- BD* = BC* ; 

donc AB* =AC* + BC* + 2 AC X CD. 

Scholie. — Si les trois côtés du triangle ABC sont donnés, 
l’égalité précédente sert à calculer la projection CD du 
côté BC sur AC. On en déduit la hauteur BD et l’aire du 
triangle. 




THÉOnÈltIE IV. 

Calculer l’aire d’un triangle dont les trois côtés sont donnés. 

Soient a, b, c les côtés du triangld 
donné et a < b < c. L’angle opposé au 
côté à est aigu ; donc, en désignant par x 
la projection du côté b sur c, on a l’éga- 
lité : 




æ c 
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et 
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« s = b‘ + c* — 2 c. x, 

2 c. x— 6 * + c 1 — a’, 
fc* + c’— a* 



Soit h la perpendiculaire tracée de l’extrémité de b sur c; 
on a : 

A*ï= b * — x * = (6 -j- a:) (6 — x) ; 
donc h 



(2 ftc+à'+c* — a'\ 


f2bc—b i —c r + a l \ 


1.2 c J 


V 2c J 



ou 



**=( a± lT^X- 



l -(b~c)' \ 



2c J’ 

„ — r. (6+c+a)(6 + c— a)(a+fr— c)(a+c— 6) 

et enfin n* = • 

4 c* 

, JC 

cX A 

Or l’aire du triangle est égale à — — ; donc 

S = £^îA— \ v (a+6+c) (a+ft— c)(a+c— 6)(6+c— a) 

2 4 

On peut donner à cette expression de l’aire d’un triangle 
une forme plus simple, en y introduiront le périmètre du 
triangle. En effet, soit • 

a+b+cz=2jf; 

on en déduit : a+b — c=2(p— c), 

a+c—b—2(p—b), 
b + c—a=2(p—a); 

donc S= 1/ p ( p—a ) ( p—b)(p—c ). 



De là cette règle : Faites la demi-somme des trois côtés du 
triangle, diminuez- la successivement de chacun des côtés ; cal- 
culez le produit de ces trois différences et du demi-périmètre et 
prenez la racine carrée de ce produit. Cette racine est égale à 
l’aire du triangle. 



Corollaire. — Si le triangle est équilatéral, on a: c=6=a, 

3 a a a'I'i 

p=— et p — a=-; donc S= — ^ — . 
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THEOREME V. 

La somme des cotres de deux côtés d'un triangle est égale à 
deux fois la somme des carrés de la moitié du troisième côté et 
de sa médiane. 

K Soit M le milieu du côté ÀB du triangle 

7 ABC; la médiane CM partage ce triangle en 

/ L\\ deux autres qui ont au point M deux angles 

- 6 'mii — b supplémentaires AMC, BMC. Traçons la 
perpendiculaire CD sur AB; le triangle 
ACM, dont l’angle CMA est obtus, donne : 

AC* = CM* + AM* + 2 AM X MD. 

Nous avons aussi dans le triangle BCM dont l’angle CMB est 
aigu : BC* = CM* + BM S — 2 BM X MD. 

Ajoutons ces égalités membre à membre, et réduisons; 
comme AM est égale à BM, nous aurons : 

AC* + BC*=2CM*+2AM*. 

fl’+C; X' tis' 

Corollaire. — Dans les triangles ABC qui ont une base 
commune AB et dont la somme des carrés dçs deux autres 
côtés est constante, la droite CM a aussi une valeur constante. 
Donc le lieu des points, tels que la somme des carrés des 
distances de chacun d'entre eux à deux points fixes soit 
constante, est une circonférence dont le centre coïncide avec le 
milieu de la distance des deux points donnés. 

Scholie. — L’égalité précédente sert à calculer la médiane 
CM lorsque les trois côtés du triangle sont donnés. 

THÉORÈME VI. 



La différence des carrés de deux côtés d’un triangle est égale 
au rectangle du troisième côté par la projection de sa médiane 
sur sa direction. 
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r En effet, si l'on trace dans le triangle 

ABC la médiane CM et la perpendiculaire 
\ CI) sur le côté AB, on a : 

A AC?=CM*+AM*+2AMXMD, 

/ BC*=CM l +BM’ — 2BMXMD. 

Retranchant ces égalités membre à membre et réduisant, 
on trouve, parce que AM est égale à BM : 

AC* — BC*=2 AM X MD, 
on * AC’— BC’= AB X MD. 



>i i» 



Corollaire. — Dans les triangles ABC qui ont une base 
commune AB et dont ladifférence'des carrés des deux autres 
côtés est constante, MD. a aussi une valeur constante. Donc 
h lieu des points, tels que la différence des distances de chacun 
d entre eux à deux points fixes soit constante, est une droite 
perpendiculaire à celle qui passe par les points donnés. 



THÉOHÈHi: VII. 



Le rectangle de deux côtés d’un triangle est égal au carré de 
la bissectrice de leur angle , augmenté du rectangle des deux 
segments déterminés par la bissectrice sur le troisiètne côté. 



o 




CDA, CBE; donc 



Soit CD la bissectrice de l'angle ACB du 
triangle ABC; faisons l’angle DBE égal à 
DCB et prolongeons CD jusqu’à la. rencon- 
tre de BE. Les deux triangles ACD, ECB 
sont équiangles; car les deux angles ACD, 
ECB sont égaux, ainsi que les deux angles 
on a 



ac : cd+de ::cd : cb, v 

d’où AC X CB = CD’ + DE X CI). 

Or les deux triangles ACD, EDB sont équiangles, et l’on a : 
AD : DE : : CD : BD ; 
donc DE X CD = AD X BD, 

et par conséquent AC x CB = CD’ + AD x BD. 
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Scholie. — Cette égalité sert à calculer la longueur de la 
bissectrice CD, lorsqu'on connaît les trois côtés du triangle. 

TIII:«KF.HF VIII 

Le rectangle de deux côtés d’un triangle est égalà'cdui du 
diamètre du cercle circonscrit et de la perpendiculaire ^ tracée 
sur le troisième côté par le s.ommet opposé. 

Soit ABC un triangle inscrit* dans le 

f cercle dont CD est un diamètre; traçons 

/ / \\ CE perpendiculaire sur AB et joignons A à* 

- I / o / 'A j D. Les triangles rectangles ACD, BCE sont 

wlh — - A ./ équiangles, puisque les angles CDA, CBE 
Sont inscrits dans le même arc ; donc 

ca: ce::cd;cb; 

d’où CA x CB = CD x CE. 

Corollaire. — Le rayon du cercle circonscrit au triangle 
ABC est égal au produit des trois côtés divisé par le quadruple 
de l'aire du triangle. 

En effet, multiplions par AB les deux membres de l’égalité 
précédente; nous aurons : 

CA X CB X AB = CD X CE X AB. 

Or le produit CE X AB est égal au double de l’aire du tri- 
angle ABC ; donc 

_ CA X CB X AB 
Lü_ 4 ABC 

ou, en employant les notations du théorème IV : 

»= — 
iVp(p-a){p—b) (p-c) 

THÉORÈME IX. 



1“ Le rayon du cercle inscrit dans un triangle est égal à 
l'aire de ce triangle,, divisée par le demi-périmètre. 
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rayon d'un cercle ex- inscrit est égal à l’aire du trian- 
gle, divisée par l’excès du demi-périmètre sur 
le côté que ce cercle touche extérieurement. 

1° Soit O le centre du cercle inscrit au 
triangle ABC; si on le joint aux trois som- 
mets, on décompose ABC en trois triangles, 
ayant pour hauteur commune le rayon r 
du cercle et l’on a : 

. AB 
ÀOB = _ X r, 

AOC = ~ X r, 

BOC = yX r; 



dOHC 



am= (*B±M + BÇ) 



r. 



En désignant par S la surface et par 2p le périmètre du 
triangle ABC, on déduit de l’égalité précédente : 

_ S 
r ~ V 



2' Soit O' le centre du cercle ex-inscrit qui touche exté- 
rieurement le côté BC. En supposant BC = a, O'E —r 1 on a : 



ABO'= -j X r\ 

ACO’= y X r', 

BCO'— Y X r'i 

d’où ABC = ABO' + ACO -BCO = - +A ) C ~ B( ’ j r ; 

donc r' — — — . 

p-a 



Corollaire. — L’aire d’un triangle est égale à la racine carrée 
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du produit des rayons du cercle inscrit et des trois cercles ex- 
inscrits. 



Car si on désigne par r" et f" les rayons des cercles ex- 
inscrits, touchant extérieurement les côtés b et c, on a : 
r _s S 

' />’ ’ p—a ’ 

„ S S • 

r = — r , r '—- — , 
p—b p—a 

d’où r/V'r'" = — S - -~ -=S* 

p ( p—a){p—b)(p—c ) 

et S = l /rr‘r"i J " . 



10 
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Relations entre les côtés d'un Quadrilatère» 



THÉORÈME I. 



La somme des carrés des côtés d'un quadrilatère convexe est 
égale à la somme des carrés des diagonales, augmentée de quatre 
fois le carré de la droite qui joint le milieu des diagonales. 

Soient M et N les milieux (les diago- 
nales BD, AC; je joins le point M aux 
points A, C, N. La droite AM étant une 
médiane du triangle ABD, on a : 

AB* + AD’= 2 AM 1 + 2 DM 1 . 

Le triangle BCD, dont la droite CM est une médiane, donne 
aussi : BC* + CD 1 = 2 CM 1 + 2 DM 1 . 

En ajoutant ces égalités membre à membre, on a : 

AB 1 + Al)* + BC* + CD* = 2 (AM* + CM *) + i I)M*. 



Or, la droite MN est une médiane du triangle ACM , donc 
AM* + CM* = 2 MN* + 2 CN* 
et AB*-f AD*+BC*+CD’= 4MN*+4CN*+4DM*, 
ou AB*+AD*+BC'+CD‘=4MN*+AC*+BD*. 



Corollaire.— Si le quadrilatère est un parallélogramme, 
la droite MN est nulle, parce (pic les diagonales se coupent 
en leur milieu. Donc la somme des carrés des côtés d’un pa- 
rallélogramme est égale à la somme des carrés des diagonales. 

La réciproque est évidente. 
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THEOREME II. 

Le produit des deux diagonales d’un quadrilatère inscrit est 
égal à la somme des produits des côtés opposés. 

Faisons au point B, sur BC, Pangle CBE égal à ABD. La 
droite RE partage le triangle ABC en 
deuy triangles, qui sont semblables à 
ceux dans lesquels la diagonale BD dé- 
compose le quadrilatère. En effet, l’an- 
gle EBC étant égal à ABD et l’angle BCE 
égal à BDA, les triangles BCE, ABD sont 
cquiangles et donnent : 

bd : bc : : ad : ce, 

BDx CE=BCx AD. 

De même, les triangles ABE, BDC étant équiangles, on a >: 

bd : ba : : dc : ae, 

d’où BD X AE = BA X DC. 

Ajoutant ces égalités membre à membre et remarquant que 
AE + CE = AC, on trouve : 

BD x AC =BC X AD + BAxDC. 

THEOREME lit. 

Les' diagonales AC, BD d'un quadrilatère inscrit ABCD sont 
entre elles comme la somme des produits des deux côtés, passant 
par chacune des extrémités de la première diagonale, est à la 
somme des produits des deux côtés qui aboutissent à chacune 
des extrémités de la seconde diagonale. 

Traçons BF perpendiculaire à la dia- 
gonale AC du quadrilatère ABCD, jus- 
qu’à la rencontre de DF, parallèle à 
cette diagonale, et désignons par D le 
diamètre du cercle circonscrit. Le tri- 
angle ABC étant inscrit dans ce cercle, 
on a : AB X BC = BE x D. 
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Le triangle ACD, inscrit dans le même 
cercle, donne aussi : 

AD X DC = EF x D ; 
donc ABxBC + ADxDC = BFxD. 

En considérant les deux triangles ABD, 
BCD dans lesquels la diagonale BD dé- 
compose le quadrilatère et traçant AH perpendiculaire à 
BD, jusqu'à la rencontre de CA parallèle à cette diagonale, 
on trouve aussi : 




AB X AD+BC XDC = AHxD; 
ABxBC+ADxDC BF 
ABx AD+BC XDC - AH' 



Les triangles rectangles DBF, ACH sont équiangles; car 
les deux angles DBF, CA11 sont égaux parce qu’ils ont leurs 
côtés perpendiculaires; donc 

BF_BD 
AH “ AC’ 

BD ABxBC + ADxDC 
et 1 on a : ÂC=ABxAD+BCxDC' 



Corollaire. — Les deux proportions précédentes font con- 
naître les diagonales d’un quadrilatère inscrit dont les 
côtés sont donnés. On peut calculer ensuite le diamètre du 
cercle circonscrit et l’aire du quadrilatère. 



Digitlzed by Google 



CHAPITRE IV. 

Des Polygones réguliers, 



PROBLÈME L- 




■Inscrire un carré dans un cercle. 

Tracez deux diamètres AC, BD perpen- 
diculaires l’un sur l’autre et joignez les 
extrémités consécutives de ces diamètres. 
Le quadrilatère ABCD est un carré, puis- 
que la circonférence est divisée en quatre 
arcs égaux par les diamètres perpendi- 
culaires. 



Le triangle ABO étant rectangle, on a : 

AB 1 = AO* + BO 1 3 = 2 AO* ; 
donc le carré inscrit est le double du carré du rayon. 



Corollaire. — On déduit de l’égalité précédente la pro- 
portion : 

ab : ao : : 1/2 : i, 

qui sert à calculer l’un des termes AB, AO lorsque l'autre 
est donné. 



Scholie. — En divisant en 2, 4, 8, 16, etc., parties égales 
chacun des arcs sous-tendus par les côtés du carré, on in- 
scrit les polygones réguliers de 8, 16, 32, etc., côtés. 

Problème IL — Inscrire un hexagone régulier dans un cercle. 
Je dis que le côté de l’hexagone régulier inscrit est égal 



Digitized by Google 




150 LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

au rayon. En effet, soit AB un arc dont la corde égale le 
rayon AO; le triangle ABO est équilatéral 
et l’angle AOB égal au tiers de 2 droits 
ou au sixième de 4 droits. Donc l’arc AB 
est la sixième partie de- la circonfé- 
rence. 

Corollaire. — Le carré du côté du triangle équilatéral in- 
scrit est égal au triple du carré du rayon. 

L’hexagone étant inscrit, si l’on joint les sommets de 
deux en deux, on a le triangle équilatéral BDF. Or le tri- 
angle rectangle ABD donne 

BD 5 = AD*— AB* =4 AO*- AO* ; 
donc BD*=3 AO 1 , 

et bd : ao :: i/3 : h 

* Scholik. — Par la division de l’arc, sous-tendu par le côté 
de l’hexagone, en 2, 4, 8, etc., parties égales, on inscrit les 
l»olygones réguliers de 12, 21, 48, etc., côtés. 




Problème III. — Inscrire un décagone régulier dans un cercle. 

Je dis que le côté du décagone régulier est 
AyN. égal au plus grand segment OC du rayon OB 
{ \/ * J \ divisé par le point C en moyenne et extrême 

\ o J raison. En effet, soit AB une corde égale à 
y OC; je joins le point A aux points O et C; on 
a, par hypothèse : 



ou 



bo : co : : co : bc, 
ao: ab::co:bc; 



donc la droite AG divise l’angle BAO du triangle OAB en 
deux parties égales. 

La même proportion 

bo : ab : : ab : bc 



prouve que les triangles OAB, CAB ont un angle commun 
compris entre des côtés proportionnels; donc ils sont éqni- 
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angles et l’angle BAC, moitié de BAO, est égal à AOB. Cha- 
cun des angles BAO, ABO du triangle isocèle OAB étant le 
double de AOB, l’angle au centre AOB est contenu 5 fois 
dans 2 droits ou 10 fois dans 4 droits* Donc l’arc AB est 
égal au dixième de la circonférence et sa corde est le côté 
du décagone régulier. 



Corollaire. — R étant le rayon du cercle, le côté du dé- 

... ,.R(l/5— 1) 

eagone régulier est égal a — -r . 



Sc.holie. — ‘Si l'on joint de deux en deux les sommets du 
décagone régulier, on forme le pentagone régulier. 

En divisant en 2, 4, 8, etc. parties égales les arcs sous- 
tendus par les côtés du décagone, on inscrit les polygones 
réguliers de 20, 40, 80, etc., côtés. 

Prodlème IV . — Inscrire un pentédécagone régulier dans un 
cercle donné. 

1 

La fraction étant égale à la différence 
la ° 

des fractions ~ et prenez un arc AB égal 

\ * / au sixième de la circonférence AO et dimi- 

nucz-le de l’arc BC égal au dixième de cette 
circonférence, le reste en sera le quinzième ; donc la corde 
AC est le côté du pentédécagone régulier. 

Scholie. — On inscrit tes polygones réguliers de 30, 60, 
120, etc., côtés en divisant en 2, 4, 8, etc., parties égales les 
arcs sous-tendus par les côtés du pentédécagone. 

• 

Problème V. — Étant donnés le rayon d'un cercle et le côté 
d'an polygone régulier inscrit, calculer le côté et l'aire du po- 
lygone circonscrit semblable. 
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Soit ABC... le polygone inscrit; je trace les tangentes 
par les sommets A, B, C, etc., le po- 
lygone circonscrit AÜEC... est régu- 
lier et semblable au polygone inscrit, 
le désigne le rayon OB par r, le côté BA 
par c et le côté DE par x. Les deux 
triangles rectangles DBO, BFO étant 
équiangles, on a : 



db : bf : : bo : fo, 




cr 



donc 

Soient n le nombre de côtés du polygone, S sa surface ; 
l’aire dp triangle DEO étant égal à BO X BD, on a : 






Scholie. — Si on suppose n=3, c=r\/l, on a : x=2 rl% 
S =3^1/3 pour le côté et l’aire du triangle équilatéral cir- 
conscrit. 

Problème VI. — Etant donnés les périmètres p, P d'un po- 
lygone régulier inscrit et du polygone semblable circonscrit, 
calculer les périmètres p, Y* des polygones inscrit et circonscrit 
(T un nombre de côtés double. 

Soit AB le côté du polygone inscrit 
dans le cercle AC. Je trace le rayon CF 
perpendiculaire à AB et la tangente DE 
au point F, jusqu’à la rencontre des 
rayons CA, CB. La droite DE est le côté 
du polygone circonscrit semblable an 




\ 

\ 
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polygone inscrit. Je joins le point A à F et je mène les tan- 
gentes AG, BII. Les droites AF, GH sont les côtés des poly- 
gones inscrit et circonscrit d’un nombre de côtés double. 

1° Soit n le nombre des côtés du polygone AB j on a : 

p = AB X n, P = El) X n, 

//— AF X 2n, P' = GHx2n. 

La droite ED étant le double de DF, ces égalités donnent : 

F : p : : gh : df; 

mais, la ligne CG divisant l’angle FCD en deux parties égales, 

on a: GF : DG : : CF : CD : '.p : P, 

et par suite : 

2 GF ou GH : DF:*.2p : P + p; 
donc P' : p :: 2 p : p+y, 

proportion de laquelle on déduit : 

~P+P 

2° Des deux égalités P=ABXn, p'=AFx2n, il résulte que 

p : p 1 ; ; ak ; af 

Or les triangles rectangles AFK, CFG sont équiangles, puis- 
que les angles FAK, FCG ont leurs côtés perpendiculaires, 
et l’on a : 

ak : ai- : : ck ; cf : : p ' : P'j 

donc p : p' : p' : f 

et P— l/P X P' . 

Scholie. — On a : P' — p' < 7 (P— p). 

4 

Problème VIL — Etant données les aires A, B des polygones 
réguliers semblables, inscrit et circonscrit au même cercle, 
calculer les aires A', B' des polygones réguliers, inscrit et cir- 
conscrit d'un nombre de côtés double. 

En faisant les mêmes constructions que dans le problème 
précédent on a : 
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A = n. ABC, B=n. DEC 
A 1 =z2n. AFC, B'=2w. ÉHC, 

donc A : A' : : ack : afc : : ck : cf, 
et À': B : : Afc i dfc : : ca : cd. 

Or, les triangles équiangles ACK, DCF 
donnent : 

CK : CF:: CA; CD; 
a : A' : : A' : b, 

A' := L'Ale 



mais 

d’où 

donc 

et 



On a aussi : B : B : : GCH : DCF : : 2 GF • DF ■ 



gf : dg : : cf : cd : : ck : cf : : a : À 1 , 
sgf: df; ; 2 a : a+a\ 

B' : b : : 2 a : a+a', 

2 AB 



B' = 



a+a” 



Schoue.— O n a : 



tt — A' < ~ (B — A) 



P«obi.ème MU. —Étant donnés le rayon r et V apothème a 
P° l ^one régulier , calculer le rayon r' et V apothème a' du 
polygone régulier, équivalent au polygone donné et dun nombre 
de côtes double. 

Soient C le centre et AB le côté du poly- 
gone donné; on a : AC = r, CD = a. Pour 
construire Je polygone équivalent au poly- 
gone donné et d’un nombre de côtés double 
je transforme le triangle ACD, moitié de 
ACB, en un triangle isocèle GCE qui lui soit 
équivalent. Alors GE est le côté et C le centre du polygone 
demandé; donc CE = r', CF=a'. 

Les triangles ACD, GCE étant équivalents et avant un 
angle commun, on a : 

CE* = CAx CD; 

donc r'= V r. a. 




Digitized by Google 



LIVRE IV, CHAI*. IV. 153 

Les triangles rectangles AIID, CFE sont équiangles et 
donnent : 

cf : uii : :.ce : ah, 

on a : a+r : '. r' l/2r(a+r); 

, («+r)r- /^T+f) 

donc a — Æ — • — =1/ — - — . 

1/2 r(a-}-r) v 2 



Sciiolie. — On a : r — a < - (r — a). 



Problème IX. — Étant donnés le rayon r et l'apothème a d'un 
polygone régulier, calculer le rayon r' et l’apotlième a' du po- 
lygone régulier isopérimêtre d'un nombre de côtés double. 

n Soient C le centre et AB le côté dit 

> i-~ - polygone donné ; on a : CA=r* CG=a. 

\ Tracez le rayon CD perpendiculaire 
l i I sur AB et joignez le point D aux points 
A et B. La droite EF qui passe par les 
milieux E, F’ des cordes AD, BD est pa- 
rallèle à AB et égale à la moitié de cette droite; donc c’est 
le côté du polygone isopérimètre d’un nombre de côtés 
double. L’angle ECF étant la moitié de l’angle ACB, le point 
C est aussi le centre du polygone régulier et l’on a : 

CE = r', CK = a'. 

La droite EF divise DG en deux parties égales; donc 

CU + CG 



Le triangle rectangle ECU donne aussi 
CE* = CD X CK, 

ou r' 2 = r. d; 

donc r ' = l/r. d. 



Scholie. — O n a : r 1 — «'< -(r—a). 
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« 



Mesure de In Circonférence;— Aire dn Cercle. 



4 — On désigne sous le nom de t'ariable toute quantité qui, 
dans une question donnée, peut recevoir successivement 
plusieurs valeurs. 

Une variable est indépendante lorsque scs valeurs sont en- 
tièrement arbitraires ; elle est dépendante ou fonction d'autres 
quantités lorsque les valeurs qu’elle prend sont déterminées 
par celles de ces quantités. 

Ainsi l’aire d’un triangle est une variable dépendante ou 
une fonction de la base et de la hauteur qui sont des va- 
riables indépendantes. 

2 — On appelle limite d’une quantité variable une quan- 
tité fixe dont elle approche indéfiniment sans pouvoir 
l’égaler. 

Il résulte de cette définition que si une quantité variable 
a une limite, elle n'en a qu’une, puisqu’elle ne peut tendre 
simultanément vers deux quantités finies et inégales. 

Lemme I. — Si deux quantités variables v, v' tendent vers les 
limites 1, U et qu’en s’en approchant elles restent toujours éga- 
les, leurs limites sont aussi égales. 

Car, les variables v, vt étant constamment égales, on a : 
/ — v 1 — l — v ; 

donc v 1 s’approche indéfiniment de la quantité fixe l, en 
meme temps que v, et sa limite l’ est égale à /. 
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Lemme 11. — Si deux quantités variables v, v' ont pour li- 
mite 1 et 1', la somme v+v' a pour limite 1 + 1'. 

En effet, on a : 

Or les différences l — v, l' — t/ diminuent indéfiniment, à 
mesure que v et v' tendent vers leurs limites l, /';donc la 
somme v-ft/ approche indéfinimentde la quantité fixe i+L. ** 

Corollaire. — On démontre de même que la différence 
« — t/ a pour limite l — l' 

Lemme III . — Si une quantité variable y a pour limite 1 et que 
m soit une quantité constante, le produit v X m a pour limite 
1 X m. 

On a : Im—vm — (l — t) m. 

Or la différence l — v diminue indéfiniment à mesure que 
v approche de sa limite l; donc le produit cm tend^ indéfi- 
niment vers Im. 

m 

Corollaire. — On démontre de même que le quotient 

— a pour limite — . 
tu m 

Deux arcs sont semblables lorsqu’ils sont interceptés sur 
deux circonférences inégales par des angles au centre 
égaux. 

Deux secteurs, deux segments sont semblables si les angles 
au centre correspondants sont égaux. 

Une ligne courbe est convexe lorsqu’elle est tout entière 
d’un même côté de sa tangente en chacun de ses points. — 

La circonférence de cercle est une ligne convexe. 

Une ligne courbe convexe ne peut être rencontrée en plus de 
deux points par une ligne droite. 

Démonstration analogue à celle du périmètre du polygone 
convexe. 
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THÉOnKlHE I. 

Toute ligne polygonale convexe ABCD est moindre qu'une 
ligne quelconque AEFGD qui l’enveloppe et a les mêmes extré- 

Je prolonge les droites AB, BC jus- 
qu’à la rencontre de la ligne enve- 
loppante, aux points H et K. La plus 
courte distance de deux points étant 
mesurée par la droite qui les joint, 
on a les inégalités : 

AB + BIKAE+EF+FH, - 
BC + CK < BH + HG + GK, 

CD < CK + KD. 

En les ajoutant membre à membre et supprimant les lignes 
BH, CK communes aux deux membres de la nouvelle inéga- 
lité, on trouve : 

AB + BC + CD < AE + EF + FH + HG + GK + KD. 




Scuüue. — On prouverait de même qu’une ligne polygo- 
nale convexe est moindre qu’une ligne (quelconque qui 
l’enveloppe de toutes parts. . 



TIIIOIIKXIE II. 



1" La circonférence est la limite des périmètres des polygones 
réguliers inscrits et circonscrits ; 

2“ Le cercle est la limite de leurs surfaces. 

1° Soient p et P les périmètres des poly- 
gones réguliers de n côtés, inscrit et cir- 
conscrit au cercle AO. Si on fait croître in- 
définiment le nombre n des côtés de ces 
polygones, la variable p croît sans cesse, en 
restant toutefois moindre que cire. AO, 
tandis que la variable P décroît, en restant plus grande qutj 
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cire. AQ. Pour démontrer que cette circonférence est une 
limite commune aux deux variables p, P, il suffit de prouver 
que la différence P — p diminue indéfiniment à mesure que 
le nombre n augmente. 

Soient AC le côté du polygone p et EG celui du polygone 
P, on a : 



d’où 

et 



p : p : : of : od, 
p— p : p : : df : of. 

„ p x DF 

p — p = — ■ 



Or la ligne DF est moindre que la corde de l’arc AF, c’est- 
à-dire moindre que le côté du polygone régulier de 2 n 
côtés, et ce côté diminue indéfiniment à mesure que n 
augmente; déplus le périmètre P va aussi en décroissant 
et le rayon OF est constant ; donc P — p décroît indéfiniment. 
Donc la circonférence est la limite des périmètres P et p. 

2° S et s étant les aires de ces mêmes polygones réguliers, 



on a : 


s : s 


: : of* : od*, 


d’où 


s— s : s 


: : of* — od* : of. 


et 


S — s 


_SxAD ! 




OF’- 



Mais AD est moindre que le côté du polygone régulier de 
2n côtés, lequel diminue indéfiniment lorsqu’on fait croître 
le nombre n; donc la différence S — s tend vers zéro; on sait 
aussi que la variable S est toujours plus grande que le 
cercle AO et la variable s toujours moindre; donc le cercle 
est la limite des aires S et s. 



THÉORÈME III. 

1* Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons; 
2° Les cercles sont entre eux comme les carrés des rayons. 

1* Soient P et p les périmètres des polygones réguliers 
de n côtés, circonscrits l'un au cercle r et l’autre au cercle R ; 
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si on suppose que le nombre n croisse indéfiniment, les 

P p 

variables — , - ont respectivement 

., cire. R ; circ.r 
pour limites — - — et — - — . Or, 

les périmètres de deux polygones 
réguliers, du même nombre de côtés, étant proportionnels 

P p 

à leurs lavons, les deux variables —, - sont constamment 
4 R r 

égales; donc leurs limites sont les mêmes et l’on a : 




cire. R 


etre. r 




R 


r 




2° On prouverait par un 


raisonnement analogue que 


cercle R 


cercle r 


* ' 


R* 


~ r* ' 


» • { 


Corollaire I. —Le rapport 


d'une circonférence 


ci son dia- 


mètre est constant. 






En effet, de l’égalité 






cire. R 


cire . r 


» 


R 

ou déduit • C>rC ' R 


r 

cire, r 


4* 


UU UCUUll • ^ 


2 r ' 





Si on convient de désigner ce rapport par ir, on a : 
cire. R 



d’où 



2R ~ 7e; 
cire. R = 2it R. 



Corollaire II.— Calculer la longueur d’un arc dont le 
rayon R et le nombre n de degrés sont donnés. 

La circonférence ou l’arc de 360° étant égal à 2 ttR, la 

longueur de l’arc d’un degré est exprimée par et l’arc 

. itRn 
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1° Deux arcs semblables sont entre eux comme leurs rayons. 

^ 2° Deux secteurs semblables sont 

/ n. — -x entre eux comme les carrés det 

( A ) ( a ) rayons. 

V J 1" 'Supposons, dans les deux 

-^n cercles AC, ac, les angles au 

centre ACB acb égaux entre eux, 
les arcs AB, ab qu’ils interceptent sont semblables. 

Or ab ; cire, ac '. 1 acb ; 4 dr. 

AB : cire. AC : I ACB ; 4 dr. 
donc ab AB I ’. cire, ac ; cire. AC ! 1 ac ; AC. 

2° On a aussi : 

sect. acb '. cercle ac 1 ‘. acb ; 4 dr. 
sect. ACB .' cercle AC ACB ; 4 dr. 
donc sect. acb ; sect. ACB * cercle ac ; cercle AC 1 I ac* ; AC‘. 



Corollaire. — Deux angles ACB, acb qui ont leurs sommets 
C, c aux centres de deux cercles 
^ \ _ différents CA, ca, sont entre eux 

y/^yr.) Ç^\J comme les rapports ^ des 

B " 6 arcs qu’ils interceptent , aux 

rayons de ces arcs. 



Si on décrit du point C comme centre, avec le rayon ac, 
l’arc DE entre les côtés de l’angle ACB, on a : 



ACB ; acb ! DE ’. ab ‘. ’. 



DE ab 



Or les arcs DE, AB sont semblables, et 
DE ; ac AB ; AC ; 



ACB : acb :: 



AB . ab 
AC ’ ac' 
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THÉORÈME T. 

L'aire du cercle est égale au produit de la circonférence par 
la moitié du rayon. * 

♦ Soient S l’aire et P le périmètre d’un polygone régulier 
circonscrit au cercle dont le rayon est R ; 
si le nombre des côtés de ce polygone croît 
indéfiniment, la variable S a pour limite 

le cercle R ; on a aussi cire. R X ^ pour 

la limite de la variable Px^. 

Or, l’aire de chaque polygone étant égale au produit de 
son périmètre par la moitié du rayon du cercle inscrit, 

les variables S et P X ^ sont constamment égales; donc 

leurs limites sont les memes et l’on a : 

cercle R = cire. Rx-j. 

Corollaire I. — Si, dans cette expression de l’aire du 
cercle, on remplace cire. R. par 2*R, on trouve : 
cercle R = jtR s , 

formule plus commode que la précédente pour la résolu- 
tion des problèmes relatifs au cercle. 

Corollaire II. — L’aire d'un secteur est 
égale au produit de la longueur de son arc 
par la moitié du rayon. 

On a : 

sect. ACB ; cercle AC '. ’. arc AB ; cire. AC, 
ou sect. ACB ; cire. AC X AC X arc AB 1 ctrc. AC; 
donc sect. ACB= arc AB X AC. 

Soient r le rayon du cercle AC, n le nombre des degrés 
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de l’arc AB ; on a pour la longueur de cet arc ; donc 

le secteur AGB est égal à ^ x c’est-à-dire à : 

loU A oi)0 



Scholie. — Le segment AMB est égal à la différence du 
secteur ACB et du triangle ACB. 



Problème. — Calculer le rapport de la circonférence au dia- 
mètre avec une approximation donnée. 

Les deux formules * 

cire. R = 2 tt R , cercle R = r R*, 

desquelles on déduit : 



cire. R cercle R 




conduisent à quatre solutions du problème proposé ; car on 
peut y considérer, comme donnée du problème, le rayon, 
la circonférence ou l’aire du cercle. Nous allons exposer 
celle dans laquelle on connaît la circonférence et qui est 
due au géomètre allemand Schwab. 

Proposons-nous de calculer le valeur du nombre « à 

près et prenons une circonférence égale à 2 mètres ; en dé- 
signant par x son rayon, nous aurons : 




Démontrons d’abord que x est la limite des rayons et des 
apothèmes des polygones réguliers dont le périmètre est 
égal à 2 m . 

Soient r', r", r'",... les rayons et a', a", a"",... les apothèmes 
des polygones réguliers de n, 2n, 4n,... côtés, dont le péri- 
mètre est égal à la circonférence donnée. Le périmètre de 
chacun de ces polygones étant moindre que la circonfé- 
rence qui lui est circonscrite et plus grand que la circonfé- 
rence inscrite, on a pour l’un quelconque d’entre eux : 
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2Trr k >2irx>27ro l , 
r k > x >a k ; 



donc l 4 le rayon x de la circonférence donnée est compris 
entre l’apothème et le rayon de chaque polygone régulier 
isopérimètre. 

On voit sur la figure ou par les formules r"= l'r'a", 



cèdent r', tandis que l’apothème a", est plus grand que a'. 
De là résulte que les rayons r', r", r'",... forment une série 
décroissante dont les termes sont plus grands que x et les 
apothèmes a’, a", a’",... une série croissante dont les ternies 
sont, au contraire, moindres que x. Or, la différence de deux 
termes de même rang dans les deux séries décroît indéfini- 
ment si l’on fait croître indéfiniment le nombre des côtés, 

1 

car on a : r" — a" < - (r' — a'), 

4 



donc 2 4 ces deux séries ont la meme limite qui est le rayon x. 
11 s’agit maintenant de calculer une valeur approchée de 

cette limite, telle que le nombre ir ou — puisse être déter- 



et les apothèmes du carré de l’octogone régulier, du poly- 
gone de 16 côtés,... ayant chacun un périmètre de 2 mètres. 
On a pour le carré : 





#■ 



mine a 



' * x ‘ 

é à près. Supposons n = 4 et calculons les rayons 





pour l’octogone : 



r' + a' . 
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pour le polygone de 16 côtés : 

fjr 

a’* = — y— , r n '— l/r'.a'"; 

et ainsi de suite. Si on s’arrête au polygone de i k côtés, le 

1 1 

nombre -r étant compris entre — et — , il faut qu’on ait : 

a k r k 

I_I<_ L 

r* 10-’ 



ou 



r k ®k < 



10 " ’ 



mais a k et r k sont moindres que o, c’est-à-dire moindres 

que — ; donc on doit avoir : 

4 



^ i 

k k ^ 16. 10-’ 



On satisfait à cette condition en déterminant r k et a k de 
sorte que l’on ait : 

, I 



Si on observe que la moyenne arithmétique des nombres 

0 et | est 7 et la moyenne géométrique des nombres |, \ est 
Z 4 Z 4 

i/2 

-j,on a cette règle pour calculer le nombre n avec une 



approximation donnée : 

Formez une suite de nombres dont les deux premiers soient 

0 et\- et tels que chacun des suivants soit alternativement 
« 

moyen arithmétique et moyen géométrique entre les deux précé- 
dents. Continuez le calcul jusqu’à ce que deux termes consé- 
cutifs aient les m+2 premières décimales communes , puis 
divisez le nombre 1 par l’un quelconque de ces termes, en cal- 
culant dans cette division m chiffres décimaux. Le quotient 

sera la valeur de it, à près. 

Voici le tableau des valeurs des rayons et des apothèmes 
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des polygones de 4, 8, 16,... 8192 côtés, pour calculer * à un 
cent-millième près : 

Nombre . _ 

des côtés. Apothèmes. Rayons. 

4 ... a, = 0,2500000 . . . r, s= 0,3535534 
8 ... a, = 0,3017767 ... r, = 0,3266407 
16 ... a 3 = 0,3142087 . . . r s = 0,3203644 
32 ... a, = 0,3162867 ... r 4 = 0,3188217 
64 ... a, = 0,3180541 ... r 5 = 0,3184377 
La première moitié des chiffres de a s et r 5 étant la même, 
on peut remplacer leur moyenne géométrique par leur 
moyenne arithmétique qui n’en diffère qu’au delà de la 
septième décimale. En opérant de même pour les termes 
suivants, on réduit le calcul à prendre des moyennes 
arithmétiques et l’on trouve : 



128 .. . 


a 6 = 0,3182459 . . 


. r 6 = 0,3183418 


256 .. . 


», = 0,3182939 .. 


. r, = 0,3183178 


512 ... 


a, = 0,3183058 . . 


. r 8 = 0,3183118 


1024 . . . 


a„ = 8,3183088 .’. 


. r 9 = 0,3183103 


2048 . . . 


a )0 = 0,3183096 .. 


. r l0 = 0,3183099 


4096 . . . 


a,,= = 0,3183097 .. 


. r,,= 0,3183098 


8192... 


a 13 = 0,3182098 .. 


. r,,= 0,3183098. 



Donc la valeur de « est : 



0,3183098 3,14159 » 

à un cent-millième près. 

Scholie. — Archimède est le premier géomètre qui ait 
trouvé deux limites du nombre incommensurable it; ces 

limites sont 3 ^ et 3 — . On emploie généralement la pre- 
22 

miere — qui surpasse ir de moins d’un centième. 

Métiis a donné pour valeur approchée de ce rapport la 
355 

fraction — r qui n’en diffère pas d'un cent-millième. 

1 1 «J * 

Enfin d’autres géomètres ont trouvé le nombre ir égal à 
3,14159265358979.... 
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Construction de Figures équivalentes. 



Problème I. — Faire sur la droite AB un rectangle équiva- 
lent au rectangle FDE. 

Soit AC la hauteur inconnue du rect- 
angle demandé. Les deux rectangles CB, 
FE devant être équivalents, il faut que 
CA*X AB = FD X DE, 
c’est-à-dire que 

ab : de : : fd : ca. 

Donc la hauteur CA est une quatrième 
proportionnelle aux trois droites AB, DE, FD. 

Problème II. — Faire un rectangle équivalent à un carré 
donné A et dont la somme de la base et de la hauteur soit égale 
à une droite donnée BC. 

Décrivez une demi-circonférence sur 
la droite BC comme diamètre; tracez BD 
perpendiculaire sur BC et égale au côté 
A du carré donné; menez la droite DE 
11 r c parallèle à BC jusqu’à la rencontre de la 

circonférence au point E et la droite EF perpendiculaire 
au diamètre BC. Les deux segments BF, CF de la droite BC 
sont les côtés du rectangle, car on a : 

BF X CF = EF* = A*. 

Corollaire. — Le problème n’est possible qu’autant que 
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BD est ail plus égale au rayon de la circonférence, c’est-à- 
dire que le côté du carré ne doit pas surpasser la moitié de 
la droite AB. 



Problème III. — Faire un rectangle équivalent à un cdrrè 
donné A et dont la différence de la base et de la hauteur soit 
égale à upe droite donnée BC. 

Décrivez une circonférence sur BC 
comme diamètre ; tracez par le point B 
la tangente BE; prenez sur cette droite 
une longueur BE égale au côté A du 
carré donné et tirez la sécante EG par le 
centre D du cercle. Les droites EG, EF 
sont les deux côtés du rectangle. 

En effet, leur différence FG est égale à BC et leur pro- 
duit EF X EG est égal à BE*. 




Problème IV, — Faire un carré équivalent à un triangle, à 
un parallélogramme , à un trapèze ou à un polygone régulier. 

Soit X le côté du carré équivalent au 
triangle ABC, on a par hypothèse : 

X« = |BC X AD; 
donc jbc:x::x:ad, 
c’est-à-dire que le côté du carré demandé 
est une moyenne proportionnelle entre la hauteur du tri- 
angle et la moitié de sa base. 




On démontrerait de même 1° que le côté du carré équi- 
valent à un parallélogramme est une moyenne proportion- 
nelle entre sa base et sa hauteur; 2" que le côté du carré 
équivalent au trapèze est une moyenne proportionnelle 
entre la hauteur du trapèze et la droite qui joint les milieux 
■de ses côtés non parallèles ; 3* que le côté du carré équiva- 
lent à un polygone régulier est une moyenne proportion- 
nelle entre le périmètre de ce polygone et la moitié de son 
apothème. 
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Problème V. — Faire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

Soit ABCDEF ce polygone ; tracez la 
diagonale BF et la droite AG parallèle 
à cette diagonale; joignez ensuite le 
sommet F au point G de rencontre de 
la droite AG avec le côté BC prolongé. 
Le triangle GBF est équivalent au tri- 
angle ABF, parce qu’ils ont la même 
hase BE et les hauteurs égales ; donc 
le pentagone GCDEF est équivalent à l’hexagone donné. 

Par une construction semblable on transforme le pen- 
tagone en un quadrilatère et celui-ci en un triangle équi- 
valent à l’hexagone. 




Corollaire. — Faire un carré équivalent à un polygone donné. 

Faites un triangle équivalent à ce polygone; prenez une 
moyenne proportionnelle entre la hauteur du triangle et la 
moitié de sa base. Le carré construit sur cette moyenne est 
équivalent au triangle et par suite au polygone.„ 

Scholie. — Le problème de la quadrature d’une figure 
plane, c’est-à-dire la construction du carré équivalent à 
cette figure, est toujours possible lorsque son périmètre 
est rectiligne. — On ne peut construire qu’approximalive- 
ment le carré équivalent à un cercle donné. 



Problème VI. — Faire un carré équivalent à la somme ou à 
la différence de deux carrés donnés. 
ni- i ' 1“ Pour construire un carré équi- 

valent à la somme des carrés des droi- 
tes A et B, faites un angle droit C; 
prenez CD égale à A, CE égale à B et 
tracez la droite DE. Cette ligne est le 
le côté du carré demandé ; car on a, 
dans le triangle rectangle CDE : 

DE’ = CD* + CE*. 
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2° Pour faire un carre équivalent à la différence des carrés 
des droites A et B, tracez deux droites perpendiculaires CG, 
CH; prenez sur CH la droite CE égale à la plus petite B des 
deux lignes données et décrivez du point E comme centre, 
avec un rayon égal à A, un arc de cercle jusqu’à la ren- 
contre de CG. La droite CD est le côté du carré demandé; 
car on a, dans le triangle rectangle DCE : 

DC« = DE’ — CE’. 

Problème VU. — Faire un carré dont le rapport à un carré 
donné soit égal à celui de deux droites données. 

Soient A le côté du carré donné 
et B, C les deux droites données. 
Prenez sur une droite quelcon- 
que la ligne DE égale à B et à la 
suite la ligne EF égale à C. Dé- 
crivez sur DF comme diamètre 
une demi-circonférence; tracez 
EG perpendiculaire au diamètre DF et les cordes GF, GD. 
Prenez ensuite sur GF une longueur GH égale au côté A du 
carré donné et mehez nK parallèle à DF, jusqu’à la ren- 
contre de la droite GD. La ligne GK est le côté du carré de- 
mandé. 

En effet, le triangle KGH étant rectangle au point G, on a : 

gk’ : gh*- : : kl : lk. 

Or, les parallèles KH, DF sont divisées en segments pro- 
portionnels par la droite GL, et 

kl : lh ::de : EF; 
donc gk* : gh 1 : : de : ef, 

ou gk* : a* : : b : c. 

Corollaire. — Si le rapport des deux carrés était exprimé 
par celui de deux nombres, on prendrait pour les droites 
B et C des lignes proportionnelles aux deux nombres donnés 
et on ferait la construction précédente. 
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Problème VIII. — Deux polygones semblables étant donnés, 
construire un polygone semblable et équivalent à leur somme 
du à leur différence. 




Soient a, b et x trois côtés homologues 
des polygones donnés A, B et du polygone 
inconnu X. On a par hypothèse : 



X=A±B 



et x : x* : : a : a« : : b : b*. • 

On en déduit : X : x* j A±B : 



et • x' = a'±b t ; 



donc, pour résoudre le problème, il faut chercher le côté x 
d’un carré équivalent à la somme ou à la différence des 
carrés de a et b , puis construire sur cette droite x un po- 
lygone semblable à A. 



Problème IX. — Faire un polygone semblable à un polygone 
donné et tel que son rapport à ce polygone soit égal à celui de 
deux lignes données. 




Soient a et a; deux côtés homologues du 
polygone donné A et du polygone demandé 
X. Soient aussi b et c les deux droites 



données. On a par hypothèse : 



x : a : : a:* : o* 



et X : A • : b : c; 

donc x' b c. 



De là résulte cette construction : Cherchez un carré qui soit 
au carré de a comme la ligne b est à la ligne c et faites sur 
le côté de ce carré un polygone semblable au polygone 
donné A. 



Problème X. — Faire un polygone semblable à un polygone 
B et équivalent à un autre polygone B. 

Soient a et a: deux côtés homologues du polygone A et 
du polygone inconnu X. On a par hypothèse : 
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«►- 

<7V 

£- 



_ A:x::a 4 :œ' 

, et X = B. . 

* En désignant par a' le côté du carré équi- 
valent au polygone A, par b celui du carré 
équivalent au polygone B et remplaçant dans la proportion 
précédente A par a’*, X ou B par 6 ®, on trouve : 

. a ( * : 6'* : : a* : x * 

et par conséquent 

, a' : b' al x. 



De là résulte cette construction : Cherchez une quatrième 
proportionnelle aux droites a, b', a et faites sur cette ligne 
un polygone semblable à A. 



. rnOBLÉME» A RÉSOUDRE. 

t 

%. — Diviser un triangle en un nombre quelconque de 
parties équivalentes par des parallèles à l’un des côtés. 

2 — Diviser un trapèze en un nombre quelconque de 
parties équivalentes par des parallèles aux bases. 

3 — Inscrire dans un cercle donné un trapèze dont la hau- 
teur et la surface sont données. (Concours.) 

4 — Inscrire un carré dans un triangle. Sur quel côté du 
triangle se trouve le plus grand carré inscrit? 

5 — Diviser, par une parallèle à la base, la surface d’un 
triangle en moyenne et extrême raison, c’est-à-dire de telle 
sorte que le trapèze soit une moyenne proportionnelle entre 
le triangle donné et le petit triangle. (Concours.) 

© — Deux triangles équilatéraux étant donnés, trouver, 
sur la droite qui joint leurs centres, un point tel que la 
soimne des carrés des distances de ce point aux côtés du 
premier triangle et la somme des carrés des distances du 
même point aux côtés du second triangle soient entre 
elles dans un rapport donné. (Concours.) 

7 — Diviser un quadrilatère en un nombre quelconque de 
parties qui soient entre elles comme des lignes données. 
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8 — Trouver le lieu géométrique des points tels que la • 
somme des carrés des distances de chacun d’euX aux som- 
mets d’un triangle soit constante. 

• — La somme des carrés des distances d’un point quel- 
conque aux sommets d’un polygone régulier de n côtés est 
égale à n fois la somme des carrés du rayon et de la dis- 
tance du point donné au centre du polygone. 

1© — Dans un triangle quelconque la somme des trois 
perpendiculaires, tracées du centre du cel'cle circonscrit 
sur les côtés, est égale à la sooftne des rayons de§ cercles 
inscrit et circonscrit. 

11 — Le rayon du cercle circonscrit à un triangle est 
égal au quart de l’excès de la somme des rayons des trois 
cercles ex-inscrits sur lé rayon du cercle inscrit. 

1* — La distance des centres des cereïes inscrit et cir- 
conscrit à un triangle est une moyenne proportionnelle 
entre le rayon du cercle circonscrit et l’excès de ce rayon 
sur le diamètfe du cercle inscrit. 

'..13 — La distance des centres du cercle circonscrit à un 
triangteart da^’un des cercles ex-inscrits est une moyenne 
prrgrdtionnellé entre lei rayon du cercle circonscrit et la 
somme de ce rayôtftt diwcfîamètre dit cercle ex-inscrit. 

14— I .a fttmme des' carrés des distances du centre du 
ffércle circonscrit à u||’hTiHgU v , aux centres des cercles 

inscigt el ex-inscrit esirgKle a 12 fois le carré du rayon du 
cercle circonscrit. * 

15— L ’airc du dodécagone régulier est égale au triple 
du carré de son rayon. 

16— I ,es diagonales d’un pentagone régulier se divisent 
mutuellement en moyenne et extrême raison. 

17 — Le côté du décagone étoilé est égal au côté du dé- 
cagone régulier convexe, augmenté du rayon. 

18— Le carré du côté du pentagone régulier est égal à 
la somme des carrés du côté du décagone régulier et du 
rayon. 

19 — Tracer, par un point pris dans un angle, une sé- 
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gante telle que l'aire du triangle intercepté soit égale à un 
carré donné. 

80 — Construire un triangle dont les trois hauteurs son 
données. 

21 — Construire un triangle dans lequel on connaît un 
côté, la lumteur correspondante et le rectangle des deux 
autres côtés. 

28 — Circonscrire à un triangle donné le triangle maxi- 
mum semblable à un triangle donné. 

23 — Diviser un triangle en deux parties équivalentes 
par une droite perpendiculaire sur un côté. 

24— T rouver à l’intérieur d’un triangle un point tel que 
les droites qui le joignent aux sommets divisent le triangle 
en trois parties équivalentes. 

23 — La somme ou la différence de la diagonale et du 
côté d’un carré étant donnée, construire le carré. 

80 — Inscrire dans un cercle un rectangle équivalent à 
un carré donné. * 

27 — Un cercle et un point étant donnés, tracer par le 

point une sécante qui divise la circonférence dans le rapport 
de 3 à 5 et calculer la longueur de la corde interceptée sut 
la droite. - » y m>’- 

28 — Une droite, un cercle et un point A étant donnés, 
trouver sur la droitfe un point B lej que le carré de AB soit . 
égal à la somme des puissances de A et B par rappoçt au 
cercle donné. 

20 — Deux circonférences concentriques étant données, 
démontrer que la somme des carrés des distances d’un point 
quelconque de l’une des circonférences aux extrémités d’un 
diamètre de l’autre est constante. 

30 — Deux quadrilatères sont équivalents lorsque leurs 
diagonales sont égales et font entre elles des angles 
égaux. 

31 — Tracer, par un point donné sur le plan d’un angle, 
une droite cpii forme, avec les côtés de l’angle, un triangle 
d’une aire donnée. 



175 



LIVRE IV, CHAP. VI. 

32 — Deux droites parallèles et deux points étant donnés, 
tracer par ce point deux droites qui se rencontrent sur 
l’une des parallèles et forment avec l’autre un triangle équi- 
valent à un carré donné. 

33 — Construire un trapèze isoscèle dont on connaît la 
surface, la longueur des côtés égaux et la somme des bases. 

34 — Construire un triangle, connaissant sa surface, la 
base et le rayon du cercle circonscrit. 



LIKtX fiÉOMÉTMQtlES. 

4 — Lieu géométrique des centres des cercles qui ren- 
contrent, en des points diamétralement opposés, deux cir- 
conférences données. 

2 — Lieu géométrique des centres des cercles qui cou- 
pent orthogonalemcnl deux cercles donnés. 

3 — Lieu géométrique des centres des cercles qui cou- 
pent un cercle donné en deux points diamétralement 
opposés et un autre cercle orthogonalement. 

4 — Trois cercles étant donnés, trouver le lieu géométri- 
que des points tels que les polaires de chacun d’eux, par 
rapport aux trois cercles, concourent au même point. — 
Lieu du point de concours des polaires. 

5 — Lieu géométrique des points tels que la différence des 
carrés des tangentes, menées de chacun d’entre eux à deux 
cercles donnés, soit égale à un carré donné. 

O — La position et la grandeur de deux droites étant 
données, trouver le lieu des points tels qu’en joignant 
chacun d’eux aux extrémités des droites données, on forme 
deux triangles proportionnels à deux droites m et n. 

7 — Lieu géométrique des points tels que la somme des 
carrés des distances de chacun d’eux aux trois sommets 
d’un triangle soit égale à un carré donné. 
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GÉOMÉTRIE DANS L’ESPACE. 



LIVRE V. 

DIJ PLAN ET DE LA LIGNE DROITE. 



CHAPITRE I. 

De la Perpendiculaire et de» Obliques an Plan» 



D’après la définition du plan, toute droite qui passe par 
deux points quelconques de cette surface coïncide avec elle 
dans toute son étendue. 11 en résulte qu’une droite qui tra- 
verse un plan n’a qu’un point commun avec lui, car si elle 
en avait deux elle coïnciderait dans toute sa longueur avec 
le plan. 

THÉORÈttF. I. 

Le lieu de l’intersection de deux plans M et N est une lùjne 
droite. 

Je joins deux points quelconques A et B 
de cette intersection par la droite AB qui 
est située- dans chacun des plans M et N, et 
je dis que ces deux surfaces ne peuvent avoir 
<: de point commun extérieur à la droite AB 
sans coïncider dans toute leur étendue. 

Supposons, en effet, que ces plans aient un point commun 
C hors de la droite AB. Soit D un point quelconque du plaît 
M, situé par rapport au point C de l’autre côté de Alt; la 

12 



Digitized by Google 



178 



LEÇONS DE GÉOMÉTRIE, 
droite DC qui le joint au point C, rencontre AB au point E, 
donc elle a deux points communs avec le plan qqi con- 
tient alors le point D. 

En prenant un point quelconque G sur le plan M, du 
même côté de la droite AB que le point C, et le joignant à D, 
on démontrerait que G appartient aussi au plan N. Donc les 
plaRs M et N coïncident s'ils ont un point commun extérieur 
a la droite AB; de là résulte que J’intersectjon de deux plans 
est une ligne droite. 

Corollaire. — O n peut conclure de la démonstration pré- 
cédente que deux plans coïncident dans toute leur étendue 
1” lorsqu’ils ont une droite et un point, extérieur à cette 
ligne, communs; 2“ lorsqu'ils ont trois points communs et non 
en ligne droite ; l\° lorsqu'ils ont deux droites communes, pa- 
rallèles ou concourantes. 

Scholie. — La position d’un plan dans l'espace n’est pas 
déterminée lorsqu’il n’est assujetti qu’à passer par une 
droite, puisqu’il peut tourner autour de cette ligne et passer 
successivement par tous les points de l’espace. Au contraire 
un plan est déterminé, si on l'astreint à contenir 1° une 
droite et un point; 2° trois points non en ligne droite; 
3° deux droites parallèles ou concourantes. 

Pour représenter un plan qui, étant illimité, n’a pas de 
forme, on limite son étendue en y traçant un contour po- 
lygonal quelconque; mais il faut le concevoir indéfiniment 
prolongé au-delà de cette ligne. 

TiiKonÉvi»: il. 

Si par une droite EF on mène di/jércnls plans EAB, EAC, 
EAD,... et que l'on trace, par un point A de cette droite, dans 
chacun de ces plans, les perpendiculaires AB, AC, AD,... sur 
EF, le lieu de ces perpendiculaires est un plan. 

Considérons le plan des deux droites AB, AC; je dis qu’il 
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contient les autres perpendiculaires, c’est-à-dire qu’il ren- 
contre un plan quelconque EAD passant par EF, suivant 
jine droite AD perpendiculaire sur EF. En 
effet, je trace sur le plan BAC une droite BC 
qui rencontre les trois lignes AB, AD, AC et je 
joins les points d’intersection B, D, C à deux 
points E, F de la droite EF, également éloi- 
gnés du point A. Les triangles BCE, BCF ont 
le côté-BC commun; leurs côtés BE, BF sont 
égaux, puisque BA est perpendiculaire au milieu de EF dans 
le plan EAB; de même les côtés CE, CF sont égaux. Donc les 
triangles BCE, BCF sont égaux et leurs angles EBC, FBC le 
sont aussi. 

Les deux triangles EBD, FBD oiït alors un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun et le côté DE 
est égal à DF ; donc la droite AD qui a deux points A et B 
également éloignés des extrémités de la droite EF est per- 
pendiculaire sur cette ligne et le plan BAC est le lieu des 
perpendiculaires tracées par le point A sur EF. 

Scuolie. — Ce plan est dit perpendiculaire sur la droite EF, 
et réciproquement celle-ci est perpendiculaire sur le plan. 
Le point A, dans lequel la droite EF rencontre le plan BAC, 
est le pied de la perpendiculaire. 

« 

Corollaire. — Il résulte de la démonstration précédente 
1" qu’une droite est perpendiculaire sur un plan lorsqu'elle est 
perpendiculaire sur deux droites quelconques tracées par son 
pied sur le plan; 2° que par un point d'une droite on ne peut 
tracer qu’un plan perpendiculaire à cette liyne, et réciproque- 
ment. 

Lorsqu’une droite n’est pas perpendiculaire à un plan on 
lui donne le nom d'oblique, et le point où elle rencontre le 
plan est son pied. 

Scuolie. — La droite EF perpendiculaire au plan BAC et 
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la droite RC qui, tracée sur ce -plan, ne liasse pas par le 
point A, ne peuvent appartenir au même plan. Donc deux 
droites peuvent nétre pas petrallèles et ne pas se rencontrer. 

■m 

TIII OHI Mi: III. 

St on trace du point A la droite AB perpendiculaire sur le 
plan MN et différentes obliques AC, AD, AE, etc., 

1° La perpendiculaire Ali est plus courte que toute oblique; 

2* Deux obliques AC, AD qui s’écartent également du pied de 
la perpendiculaire sont égales ; 

3* l)e deux obliques inégalement éloignées du pied de la per- 
pendiculaire, celle qui s'en écarte le plus est la plus grande. 

1° Dans le plan ABC la droite AB est perpendiculaire 
et AC oblique à la ligue BC; donc lu 
droite AB, perpendiculaire au plan MN, 
est moindre que l’oblique AC. 

2* Si les distances BC, BD sont égales, 
l’oblique AC est égale à AD. En effet, les 
triangles ABC, ABD ont un angle droit 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun; donc ils 
sont égaux et les obliques AC, AD sont égales. 

3° Soit la distance BE plus grande que BD, l’oblique AE 
est aussi plus grande que AD. En effet, prenez sur BE une 
longueur BE égale à BD et joignez le point A au point F. 
Les obliques AF, AD, qui s’écartent également du pied de la 
perpendiculaire, sont égales; or, dans le plan ABE, la plus 
grande des deux obliques AE, AF sur la droite BE est AE ; 
donc AE est plus grande que AC. 

Corollaire 1.— On mesure la distance d’un |ioint à un 
plan par la perpendiculaire tracée du point sur le plan. 

Corollaire 11. — Le lieu des pieds des obliques égales à 
AC et passant par le même point A est la circonférence de 
cercle décrite du pied de la perpendicula’re AB comme 
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centre avec un rayon égal à BC. De là cette construction 
pour mener une perpendiculaire sur un plan par un point 
extérieur à ce plan : Marquez sur le plan donné trois points 
C, D, E. également éloignés de A, et déterminez le centre de 
la circonférence passant par C, I), E; ce point est le pied de 
la perpendiculaire. 

théorème; iv. 

Si un plan MN est perpendiculaire au milieu A d'une droite 
BC, 

1° Tout point 1) du plan est également éloigné des extrémités 
de cette droite ; 

2° Tout point E extérieur au plan est inégalement distant 
des mêmes extrémités B et C. 

Joignez le point I) aux points A, B et C; la droite AD est 
perpendiculaire au milieu de BC, dans 
le plan DBC ; donc le point U de cette 
droite est également éloigné des extré- 
mités de BC. 

En second lieu, tracez les droites EB, 
EC; le plan EBC rencontre le plan MN 
suivant AD perpendiculaire au milieu 
de BC; donc le point E qui est extérieur à AD se trouve à 
des distances inégales de B et de C. 

ScnouE. — Le plan MN mené par le milieu de la droite 
BC perpendiculairement à cette ligne, est le lieu des 
points qui sont chacun également éloignés des extrémités 
de BC. 




THÉORÈME V. 

Si on trace un plan ABC par la droite AB perpendiculaire sur 
le plan MN, toute droite DE, menée dans le plan MN perpen- 
diculairement à l'intersection BC des deux plans, est aussi per- 
pendiculaire sur le plan ABC 



t 
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En effet, prenez les distances CE, CF égales, tracez les 
droites BE, BF et joignez les points C, D, E 
à un point quelconque A de la droite AB. 
Dans le plan MN, les deux obliques BE, BF 
sont également éloignées (Ri pied de la 
droite BC perpendiculaire sur EF; donc 
elles sont égales. Les droites AE, AF qui 
sont obliques au plan MN et s’écartent également du pied de 
la perpendiculaire AB, sont aussi égales. Or la droite AC 
dont deux points À et C sont également distants des points 
E et F est perpendiculaire sur EF; donc la ligne EF qui est 
perpendiculaire sur les droites BC, AC, l’est aussi sur le 
plan ABC. 

Scholie. — Toute droite AC qui joint le point C à un point 
quelconque A de la ligne AB, est perpendiculaire sur EF. 
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CHAPITRE II. 

Droites parallèles.— Droites et Plans parallèles. 



. . 

TKIOItmi i. 

Si deux droites AB» CD sont parallèles, tout plan MX perpen- 
diculaire sur l'une AB, est aussi perpendiculaire sur l'autre CD . 

y 

Le plan BACD des deux parallèles AB, CD, rencontre le 
plan MN suivant la droite AC. Or AB est, 
par hypothèse, perpendiculaire sur AC; 
donc CD, parallèle à AB, est aussi per- 
pendiculaire sur AC. Tracez par le point 
C la droite EF perpendiculaire sur l'in- 
tersection AC des plans MN et BAC. Cette ligne EF est per- 
pendiculaire sur le plan BAC; donc DC est aussi perpendi- 
culaire à EF et à CA, et par suite au plan MN. 

Corollaire. — Par un point C on ne peut tracer qu’une 
parallèle à une droite AB. 

En effet, menez par le point C un plan MN perpendicu- 
laire sur AB; la parallèle tracée par ce point à la droite AB 
doit être perpendiculaire au plan MN ; donc la droite AB n’a 
qu’une parallèle passant par le point C. 

THKORÈME II. 

Si deux droites AB, CD sont perpendiculaires au même plan 
MN, elles sont parallèles. 
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T, 





B 




1 / 



V, 



Car la parallèle a la droite AB, tracée 
par le point C dans lequel CD rencontre 
le plan MN, est perpendiculaire à ce plan 
et coïncide avec CD. 



Corollaire. — Dent droites A, B dont chacune est parallèle 
à une troisième C, sont parallèles entre elles. 

En effet, si on mène un plan perpendiculaire à C, il l’est 
aussi aux droites A et B parallèles à C; donc ces lignes sont 
parallèles. 

THÉORÈME III. 

\ 

TW- 

Une droite AB et un plan MN peuvent se rencontrer , *»' la 
ligne AB est parallèle à une droite CD tracée sur ce plan. 

Le plan des deux parallèles AB, CD 
rencontre le plan MN suivant la droite 
CD; donc la droite AB qui, dans le plan 
ABCD, est parallèle à CD, ne peut rencon- 
trer le plan MN. 




Scholie.— La droite AB et le plan MN sont dits parallèles. 



Corollaire.— Si une droite AB et un plan MN sont perpen- 
diculaires à la même droite AC, ils sont 
a b ’ 

parallèles. 

Car le plan BAC rencontre le plan MN 
/ suivant la droite CD perpendiculaire sur 



f- 



% AC ; donc AB et CD sont parallèles et la 



droite AB est parallèle au plan MN. 



THÉORÈME IV. 



Si, par une droite parallèle à un plan MN, on fait passer un 
plan gui rencontre le plan MN, leur intersection CD est pa- 
rallèle à AB. 
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Le» deux droites AB, CB qui sont dans 
le même plan ABCB ne peuvent se ren- 
contrer, puisque la ligne AB est parallèle 
au plan MN ; donc AB et CB sont paral- 
lèles. 



Couoli aire I. — Si, d’un point quelconque A d’une droite 
x „ AB parallèle à un plan MN, on trace une 
perpendiculaire AC sur ce plan, cette 
droite est aussi perpendiculaire sur AB. 

Le plan des deux droites AB, AC ren- 
contre le- plan MN suivant CB, parallèle à 
AB; or Ja ligne AC est perpendiculaire sur CB; donc elle 
Test aussi sur AB. 



-J 

» 

.jK 



ft- 

Corollaire II.— Si par deux droites parallèles AB, CB, 



on mène deux plans qui se rencontrent, 
leur intersection EF est parallèle à ces 
droites. 

Car la droite AB est parallèle à CB et 
par suite au plan CF ; donc le plan AF 
rencontre le plan CE suivant EF paral- 
lèle à AB et à CB. 




THÉORÈME V. 

Les parallèles AC, BB, comprises entre une droite AB et un 
plan MN parallèles, sont égales. 

Le plan des deux parallèles AC, BB 
rencontre le plan MN suivant la droite 
CB parallèle à AB ; donc le quadrilatère 
ABCB est un parallélogramme, et les 
droites AC, BB sont égales. 

Corollaire. — Une droite AB et un plan MN parallèles 
sont partout également distants. 
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Tracez, dp deux points queleontpies A et B de la droite 
AB, les perpendiculaires AC, DB sur le plan MN; ces lignes 
sont parallèles et égales; done la droite AB et le plan MN 
sont partout également distants. 



THKORÈ!HF. 11. 



Si la droite AB est parallèle au plan MN, la droite CD, tracée 
piirallèlement à AB. par un point C du plan MX, est située dans 
ce plan. 




En effet, le plan qui passe par la droite 

AB et le point G rencontre le plan MN 

suivant une droite CD parallèle à AB; 

donc la parallèle à AB, tracée par le point 

C, est située dans le plan MN. 

« 



Corollaire I. — Si deux plans CDE, FDE qui se rencon- 
n trent sont chacun parallèles à la même 
droite AB, leur intersection DE est aiissi 
parallèle à cette droite. 

Car si on trace par un point quelcon- 
que de DE une parallèle à AB , cette 
droite est située dans chacun des plans 
et n’est autre que leur intersection. 




Digitized by Google 



CHAPITRE III. 

Des Plans parallèles. 



Deux plans sont parallèles lorsqu'ils ne se rencontrent pas, 
quelque prolongés qu’ils soient. 



TIUORFNI. I. 

Deux plans EF, ('.H perpendiculaires à la même droite AB 

En effet, traçons, par cette droite, un 
plan quelconque qui rencontre les plans 
EF, GH suivant les droites AC, BD; ces 
lignes sont perpendiculaires sur AC et 
par suite parallèles; donc les plans EF, 
GH ne peuvent se rencontrer; 

Coroi.i.aikk. — Si on trace par un point A les droites AB, 
^ AG, etc., parallèles au plan EF, le lieu de 
' ces droites est un plan parallèle au plan 

" | ' H EF. 

Er -i Menez AD perpendiculaire sur le plan 

/ EF, les droites AB, AC, etc., parallèles à 

ce plan, sont perpendiculaires sur AD; 
donc elles sont comprises dans un plan perpendiculaire sur 
AD et par suite parallèle à EF. 



sont parallèles. 



P 


C. ! 

JT 






«r~ 


| J 


/ 


/ 
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THÉORÈME II. 

Iss intersections AB, CD de deux plans parallèles EF, GH 
par un même plan ABCD sont parallèles. 



En ('fl et, les droites AB, CD, situées 
dans deux plans parallèles, ne peuvent 
se rencontrer; or çlles sont tracées sur 
le même plan ABCD, donc elles sont pa- 
rallèles. 

THÉORÊMi: III. 

Si deux plans EF, GH sont parallèles, toute droite AB, per - 
pendiculaire sur l’un EF, l'est aussi sur l'autre GH . 

Menons par AB un plan quelconque 
BAGD; les intersections de ce plan avec 
les plans parallèles EF, GH sont elles- 
mêmes parallèles. Or AB est perpendicu- 
laire sur AC; donc elle est aussi perpendi- 
culaire sur BD et par suite sur le plan GH. 

Coroixaire. — Deux plans A et B, parallèles à un troisième 
C, sont parallèles entre eux. 

Car, si on trace une perpendiculaire sur le plan C, cette 
droite est aussi perpendiculaire sur les plans A et B qui 
sont alors parallèles. 

Scholie. — On ne peut mener par un point qu’un seul 
plan parallèle à un plan donné. 

THÉORÈME IV. 

Les parallèles AC, BD, comprises entre deux plans parallèles 
EF, GH, sont égales. 
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Soient AB et CÜ les intersections pa- 
rallèles des deux [dans EF, CH par le 
[>lan des deux droites AC, BD ; le quadri- 
latère ABDC est un» parallélogramme et 
les droites AC, BD sent égales. 



CoaoLLAHtE. — Deux plans parallèles EF, CH sont partout 
également distants. 

De deux points quelconques A et B du plan EF tracez 
les perpendiculaires AC, Bl) sur le plan GH; ces droites 
sont parallèles et égales; donc les plans EF, GH sont par- 
tout également distants. 

THCORÈHK T. 

«i 

Deux droites AC, DF sont divisées par trois plans parallèles 
M, N, P en segments proportionnels. 

Tracez, par le point A, la droite AH parallèle à DF; le 
plan ACH rencontre les plans parallèles 
N, 1* suivant les droites parallèles BG, CH 
et l’on a, dans le triangle ACH: 

ab : ag :: bc : gh; . 

or, les parallèles AG, DE, comprises entre 
les plans parallèles M et N, sont égales; 
de même la droite GH est égale à EF ; 
donc 

ab : de : : bc : EF. 

TBKORÈME VI. 

Deux angles, dom les côtés sont parallèles, ont leurs plans 
parallèles et sont égaux ou supplémentaires. 

Soient la droite DE parallèle à AB et la droite DF parallèle 
à AC; les deux droites DF, DF sont parallèles au plan 
BAC ; donc leur plan EDF est aussi parallèle au [dan 
BAC. 
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Considérons les deux angles EDF, BAC dont les côtés sont 
r parallèles et dirigés dans le même sens, 
/ /i\ et menons le plan BCFE parallèle à la 
— ~zy\ fj droite AD qui joint les sommets de ces 

H - ; *J( j angles. Les deux droites EB, FC sont pa- 

\ / rallèlesà I)A et, par conséquent, parallè- 

les entre elles; donc le quadrilatère 
ABED- est un parallélogramme et les côtés AB,. DE sont 
égaux. Do même AC est égal à DF et BC égal à EF ; donc les 
triangles ABC, DEF sont égaux et l’angle BAC est égal à EDF. 

Les angles BAC, GDH dont les côtés sont parallèles et 
dirigés en sens contraire, sont égaux, puisque chacun d’eux 
est égal à l’angle EDF. 

Les angles BAC, GDF qui ont les côtés AB, GD parallèles 
et dirigés en sens contraire, les côtés AC, DF parallèles et 
dirigés dans le même sens, sont supplémentaires; car l’angle 
BAG est égal à EDF, supplément de GDF. 
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0c» angles dlèdref. 



On appelle angle dièdre l’espace indéfini compris entre 
B deux plans ABC, BDC qui se rencontrent. La 

ligne d’intersection BC est l'arète de l’angle, 
et les plans ABC, DBC, terminés à l’arête, en 
sont les faces. 

t \ | On désigne un angle dièdre par son arête, 
si elle n’appartient qu’à lui seul. Dans le 
cas contraire, on prend un système de quatre points, A, B, 
C, D, dont les extrêmes A et 1) sont situés sur les deux faces 
et les moyens B et C sur l’arête. 

Deux angles dièdres sont adjacents lorsqu’ils ont l’arête 
et une face communes. Ils sont opposés , si les faces de l’un 
sont les prolongements des faces de l’autre. 



Lemme. — Si, par deux points quelconques F et K de l'arête 
de l’angle dièdre ABCD, on mène deux plans EFG, URL, per- 
pendiculaires sur cette arête , les angles EFG, URL, formés par 
les intersections de ces plans et des faces de l'angle dièdre , sont 
égaux. 




En effet, les plans EFG, URL, perpendicu- 
laires à la droite, BC, sont parallèles; donc ils 
rencontrent chacune des faces de l’angle dièdre 
ABCD, suivant deuxjdroites parallèles, et les 
angles EFG, HRL qui ont les côtés parallèles 
et dirigés dans le même sens, sont égaux. 
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Sciiome. — L’angle constant EFG dont les deux côtés sont 
perpendiculaires à l’arête BC a reçu le nom d'angle recti- 
ligne, corrcs|>ondant à l'angle dièdre ABCD. 

THKORÈMK I. 

Deux angles dièdres ABCD, EFGH sont égaux, si leurs angles 
rectilignes AB1), EFH sont égaux. 

Posons l’angle EFH surson égal ABD; la droite FG, per- 
pendiculaire au plan EFH, prend 
alors la direction de BC, perpendicu- 
laire au plan ABD et les plans EFG ( 
ABC coïncident, ainsi que les plans 
HFG, 1)BC; donc les angles dièdres 
BC, FG sont égaux, 

Corou aihe. — Si deux plans ABC, ABE se rencontrent sui- 
xanf la droite AB, les angles dièdres 
v / f , CABF, EABD, opposés à l’arète, sont 

V A / \ ‘''gaux. 

/ : — — n Car, si on mène le plan CBEDF per- 
Y / ’■ pendiculaire à l’arète AB, les angles 

F rectilignes CBF, EBD, opposés au som- 

met, sont égaux; donc les angles dièdres CABF, EABD 
le sont aussi. 

Schoue. — Si les deux plans ABC, ABE font deux angles 
dièdres adjacents égaux, les quatre angles dièdres qu’ils 
forment sont égaux ; on dit alors que les plans sont perpen- 
diculaires l’un sur l’autre, et on donne le nom d’angle dièdre 
droit à clrueun des quatre angles dièdres égaux. — L’angle 
rectiligne d’un angle dièdre droit est aussi droit. 

THlioilÈMK II. 

Ix rapport de deux angles dièdres quelconques ABCD, EFGH 
est égal à celui de leurs angles rectilignes ABD, EFH. 
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Supposons d’abord les angles rec- 
tilignes ABD, EFH commensurables 
et leur commune mesure ABK con- 
tenue 3 fois dans ABD et 2 fois dans 
EFH ; nous aurons : 

ABD _ 3 
EFH “2' 

Les plans qui passent par l’arête CB et chacune des lignes 
BK, BL divisent l’angle dièdre ABCD en trois aftgles dièdres 
égaux à ABCK, puisque leurs angles rectilignes sont égaux. 
De même le plan GFM divise l’angle dièdre EFGH en deux 
angles dièdres qui sont aussi égaux à l’angle ABCK ; donc 

ABCD _ 3 _ ABD 
o EFGH 2 EFH' 

On démontrera par le raisonnement ordinaire que ces 
rapports sont encore égaux, lorsque les angles rectilignes 
ABD, EFH n’ont pas de commune mesure. 

Corollaire. — Si l’on convient de prendre l’angle dièdre 
droit pour l’unité des angles dièdres, F angle dièdre ABCD « 
la même mesure que son angle rectiligne ABD. 

En effet, supposons l’angle dièdre EFGH droit, son angle 

rectiligne EFH est aussi droit; les rapports > 

qui expriment la mesure de l’angle dièdre ABCD et celle de 
l’angle rectiligne ABD étant égaux, il en résulte que l’angle 
dièdre a la même mesure que son angle rectiligne. 





THKORÈME HT. 

Si deux plans ABC, ABE se rencontrent, 
deux angles dièdres adjacents EBAD, EBAC 
valent ensemble deux angles dièdres droits. 

En effet, si on mène le plan CDEF per- 
pendiculaire à l’arête AB, les angles recti» 

13 
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lignes adjacents EBC, EBD sont supplémentaires; donc les 
angles dièdres EBAC, EBAD le sont aussi. 

’ ( . Corollaire. — La somme des angles dièdres formés par 
des plans quelconques, conduits suivant la même droite AB, 
est égale à quatre angles dièdres droits. 

Gar la somme de leurs angles rectilignes est égale à 4 
angles droits. 

' * **.. 

THÉORÈME IV. 

N* deux plans parallèles AB, CD sont rencontrés par un 
même plan EF, 

1° Les angles dièdres correspondants, alternes-internes ou 
alternes-externes, sont égaux ; 

2" Les angles dièdres, intérieurs ou extérieurs du même côté 
du plan sécant-, sont supplémentaires. 

Les lignes d’intersection GH, KL de chacun des deux plans 
parallèles AB, CD et du plan sécant EF 
m étant parallèles, menons le plan BGF per- 
pendiculaire sur ces droites; les lignes 
BN, DO suivant lesquelles il rencontre 
les deux plans AB, CD, sont parallèles et 
forment avec la sécante MF les angles 
rectilignes des huit angles dièdres dont 
les arctes sont GH et KL. 

Les angles rectilignes correspondants, alternes-internes 
ou alternes-externes étant égaux, les angles dièdres corres- 
pondants, alternes-internes ou alternes-externes, sont aussi 
égaux. Comme les angles rectilignes, intérieurs ou extérieurs 
du même côté de la sécante, sont supplémentaires, les angles 
dièdres, intérieurs ou extérieurs, sont aussi supplémentaires. 

Scholie. — Les cinq réciproques de cette proposition ne, 
sont vraies qu’autant que les arêtes des deux angles dièdres 
que l’on compare sont parallèles. 
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THEOREME V. 



Veux angles dièdres sont égaux ou supplémentaires si leurs 
arêtes sont parallèles et que leurs faces soient parallèles ou 
perpendiculaires chacune à chacune. 

Tracez un plan perpendiculaire sur les deux arêtes ; 

il rencontre les plans 
/ / 7 ' parallèles suivant des 

/_ / / \ j droites parallèles et 

/ / j les plans perpendicu- 

‘ ‘ | laires suivant des droi- 

tes perpendiculaires ; 
donc les angles rectilignes ont leurs côtés parallèles ou per- 
pendiculaires, selon que les faces des angles dièdres sont 
parallèles ou perpendiculaires; donc les artgles dièdres sont 
égaux ou supplémentaires comme leurs angles rectilignes. 
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Des Plans perpendiculaires» 



THÉORÈME I. 

St utic droite CD est perpendiculaire sur le plan AB, tout plan 
ECÜ passant par cette droite est aussi perpendiculaire sur AB. 
Eu effet, tracez dans le plan AB et par le point C la 
droite CG perpendiculaire sur l’inter- 
section EF des deux plans; la droite CD 
étant, par hypothèse, perpendiculaire 
sur le plan AB, l’angle droit DCG est le 
rectiligne de l’angle dièdre DEFG ; donc 
le plan DEF est perpendiculaire sur le 
plan AB. 
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THÉORÈME II. 

Si les plans AB, DE sont perpendiculaires, toute droite CD, 
tracée dans l'un d’eux DE perpendiculairement à leur intersec- 
tion EF, est perpendiculaire sur l’autre plan AB. 

Tracez dans le plan AB, par le point 
C, la droite CG perpendiculaire sur l’in- 
tersection EF des deux plans; ces plans 
étant perpendiculaires, leur angle recti- 
ligne DCG est droit; donc la droite DC, 
perpendiculaire sur les lignes EF, CG, 
est aussi perpendiculaire sur le plan AB 
qui passe par ces deux droites. 



k r 
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Corollaire. — Le plan EFD, perpendiculaire sur le plan 
AB, est le lieu des perpendiculaires tracées par les différents 
points de la droite EF sur le plan AB. ' 

Scholie. — On appelle projection d’un point sur un plan le 
pied de la perpendiculaire tracée du point sur ce plan; — 
projection d’une droite sur un plan le lieu des projections de 
ses points; ce lieu est la droite suivant laquelle le plan 
conduit par la ligne donnée, perpendiculairement au plan 
donné, rencontre ce dernier plan. 



THÉORÈME III. 

Par une droite AB, non perpendiculaire sur le plan MN, on 
peut tracer un plan perpendiculaire sur le plan MN, mais on 
ne peut en tracer qu'un seul. 




1° D’un point quelconque B de la droite 
AB, tracez BC perpendiculaire sur MN ; 
le plan des deux droites AF, BC est per- 
pendiculaire sur le plan MN ; 

2° Tout autre plan ABD qui passe par 
AB est oblique au plan MN, puisque la 
perpendiculaire BD, tracée par le point B 
dans le plan ABD sur son intersection avec 
le plan MN, est oblique sur MN. 



Scholie. — Si la droite AB est perpendiculaire sur le plan 
MN, tout plan passant par AB est perpendiculaire sur MN. 



THÉORÈME 1T. 

Si deux plans AC, BD, qui se rencontrent, sont perpendicu- 
laires sur un troisième MN, leur intersection AB est aussi per- 
pendiculaire sur MN. 
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En effet, la perpendiculaire tracée sur 
le plan MN parle point B commun aux trois 
plans, devant se trouver dans chacun des 
plans AC, AD, cette ligne est leur inter- 
section ; donc AB est perpendiculaire sur 
le plan MN. 



Tiiioiiini- v. 



/.'angle formé par une oblique à un plan et par sa projection 
sur ce plan est le plus petit de tous les angles que l'oblique fait 
avec les droites tracées par son pied dans le plan donné. 



D’un point quelconque B de l’oblique AB au plan MN, 
tracez BC perpendiculaire sur MN et joi- 
gnez le point A au point C. L’angle BAC 
est moindre que tout autre angle BAD 
formé par AB et une droite quelconque 
AD, menée par le point A dans le plan 
SLN. En effet, prenez AD égale à AC et joignez D à B; l’obli- 
que BD est plus grande que BC perpendiculaire sur le plan 
MN ; or les. triangles BAC, BAD ont deux côtés égaux chacun 
à chacun et le côté BC est moindre que BD ; donc l’angle 
BAC est aussi moindre que BAD. 




Corollaire. — On mesure l’inclinaison d’une droite sur un 
plan par l’angle qu’elle fait avec sa projection sur ce plan. 



THÉORÈME VI. 

Si deux droites AB, CD ne sont pas situées dans le même 
plan, 

1° On peut leur mener une perpendiculaire commune; mais 
on ne peut en tracer qu'une ; 

2° Celte perpendiculaire est leur plus courte distance. 

1° Par un point quelconque F de la droite CD, menez 
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EF parallèle à AB; l,e plan RS qui passe 
par les deux droites CD, EF, -est paral- 
lèle à AB. Tracez , par chacune des 
droites AB, CD, un plan perpendicu- 
laire SHr le plan RS ; lHntersection KH 
des deux plans BAG, CDK est perpen- 
diculaire sur le plan RS et, par suite, 
sur les droites AB, CD. 

Toute autre droite ID , menée entre les deux lignes AB , 
CD, est oblique au moins à l’une de ces droites. En effet, 
menez DL parallèle à AB; la droite 1D, extérieure au plan 
BAG, est oblique au plan RS, donc elle n’est pas perpendi- 
culaire à la fois sur les lignes CD et LD, ni sur les droites CD 
et AB. 

2° La droite KH est la plus courte distance de la droite 
AB au plan RS, donc c'est aussi la plus courte distance de 
AB à CD. 

THÉORÈME VII. 

Si, d'un point A pris à l’intérieur d'un angle dièdre BEFC, 
on trace les perpendiculaires AB, AC sur ses faces, l'angle de 
ces deux droites est le supplément de l'angle rectiligne du 
dièdre. 

La droite AB étant perpendiculaire sur le plan BEF et la 
droite AC sur le plan CEF, le plan BAC est 
perpendiculaire sur chacune des faces et, 
par suite, sur l'arête EF de l’angle dièdre. 
Donc l’angle BDC est le rectiligne de l’angle 
dièdre EF et il a pour supplément l’angle 
BAC, puisque les angles B et C du quadri- 
latère ABDC sont droits. 

Schoi.ie. — Lorsque l’angle dièdre GEFC est obtus, si la per- 
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pendiculaire AB rencontre le prolongement 
* de la face GEF, le quadrilatère convexe 
, n’existc plus; mais les triangles rectangles 
BDO, ACO ayant un angle opposé au som- 
.» met, les deux angles CAO, BDO sont égaux 
et l’angle BAC est encore le supplément de 
l’angle rectiligne CDG. 



THEMEME VIII. 



1* Tout point A du plan bissecteur d'un angle dièdre est 
également éloigné des deux faces de cet angle, 

2° Tout point F, pris à l’intérieur de l’angle dièdre et hors 
du plan bissecteur, est inégalement distant des deux faces du 
dièdre. 

Menez par le point donné, A ou F, les perpendiculaires 
sur les faces de l’angle dièdre, le plan de 
ces droites est perpendiculaire sur l’arête 
et rencontre les faces et le plan bissecteur 
suivant les droites CB, CD, CA. 

I * Cette construction étant terminée, faites 

une démonstration analogue à celle du théorème III, chap. 
Iü, liv, I. 

TJlionÈMF IX. 






G 

XN 



\/l/ 

A\ / 



Si quatre plans passent par la même ligne droite MN et qu’on 
les coupe par un plan quelconque ABE , les rapports anharmo- 
niques des quatre droites d'intersection AB , AC , AD , AE sont 
constants. 

En effet, menez un plan FBE perpendi- 
culaire sur la droite MN et soient BE, FB, 
FC, FD, FE les lignes suivant lesquelles 
il rencontre le plan ABE et les quatre 
plans qui passent par la droite MN. Le 
faisceau des quatre droites AB, AC, AD, 
AE et celui des quatre droites FB, FC, FD, 
FE ont une transversale commune BE; 
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donc leurs rapports anliannoniques qui sont deux à deux 
égaux aux rapports anliannoniques des quatre points B, 
C, D, E, sont égaux entre eux. Or, les rapports Enharmoni- 
ques du faisceau FBCDE sont constants, quelle tpie soit la 
position du plan FBË perpendiculaire sur MN ; donc, etc, 

Scholie. — Les quatre-plausqui passent par la même droite 
MN forment un faisceau dont les dièdres sont mesurés par 
les angles correspondants du faisceau des quatre droites 
FB, FC, FD, FE. 

On appelle rapports anhannoniques d un faisceau de quatre 
plans ceux du faisceau des quatre droites dont le plan est 
perpendiculaire à l'intersection des quatre plans. 

Corollaire. — Si une droite quelconque BE rencontre un 
faisceau de quatre plans, les rapports anliannoniques des 
points d’intersection B, C, D, E sont égaux à ceux du 
faisceau des quatre plans. 
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Pes Angle» polyèdre». 



1. — On appelle angle polyèdre la portion de l’espace com- 
prise entre plusieurs plans SAB, SBC, SCD, 
SDE, SEAqui passent par uu même points. 
Le point S en est le sommet, et les angles ASB, 
BSC,... en sont les faces. On donne le nom 
d’arête de l’angle polyèdre à l’intersection de 
deux faces consécutives. 

Si l’angle polyèdre n’a que trois faces, on 
le nomme angle trièdre. 

'$ — Les prolongements des arêtes de l'angle 
polyèdre SABCDE , au-delà du sommet S, 
forment un autre angle polyèdre SA'B C'D'E'. 
Ces deux angles polyèdres ont les faces égales deux à deux, 
et les angles dièdres deux à deux égaux ; mais la disposition 
des parties égales n’est pas la même, par rapport à deux 
faces égales quelconques. Cette différence dans l’ordre des 
parties égales fait que les deux angles polyèdres ne sont 
pas superposables. On leur donne le nom d’angles polyèdres 
symétriques. 

3 — l'n angle polyèdre est convexe lorsqu’il est tout entier 
d’un même côté des plans, indéfiniment prolongés, qui le 
forment. Dans le cas contraire on dil qu’il esl concave. 
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Si on mène par Je sommet S d’un angle polyèdre convexe 
SABCD un plan tel que les arêtes SA, SB, SC... 
de cet angle se trouvent du même côté de ce 
plan, tout plan qui lui sera parallèle rencon- 
trera toutes les arêtes de l’angle polyèdre 
SABCDE d’un même côté du sommet S. 

Tout plan ABCDE qui rencontre toutes les 
arêtes d’un angle polyèdre convexe S coupe sa 
surface suivant un polygone convexe ABCDE. Car l’angle 
polyèdre étant tout entier d’un même côté de chacune de ses 
faces, le polygone ABCDE est aussi tout entier d’un même 
côté des droites qui le forment ; donc il est convexe. 

THI OIIFMF I. 

Une face quelconque d'un angle polyèdre est moindre que la 
somme de toutes les autres. 

1° Considérons l’angle trièdre SABC. Le théorème étant 
évident pour la plus petite et la moyenne 
des trofs faces, il suffit de démontrer que la 
plus grande face ASB est moindre que la 
somme des deux autres. Faisons l’angle 
BSD égal à BSC et traçons une droite BA 
qui rencontre les trois lignes SB, SD, SA. 
En prenant la droite SC égale à SD et me- 
nant le plan ABC, nous avons les triangles égaux BSD, 
BSC; donc le côté BD est égal à BC et la différence AD des 
deux côtés AB, BC du triangle ABC est moindre que le 
côté AC. 

Dans les triangles ASD, ASC le côté AD est moindre que 
AC et les deux autres côtés sont égaux chacun à chacun ; 
donc nous avons l’angle ASD < ASC, 
et par suite ASD + DSB ou ASB < ASC + CSB. 

2“ Si l’angle polyèdre a plus de trois faces, menons par 
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l’une de ses arêtes, par exemple SB, les 
plans diagonaux SBE, SBD; les trièdres 
SABE, SBDE, SBCD donnent successive- 
ment : 

ASB < ASE + BSE, 

BSE < ESD + BSD, 

BSD < DSC + CSB. 

Ajoutant ces inégalités membre à membre et réduisant, 
nous aurons : 

ASB < ASE + ESD + DSC + CSB. 

TRÉOBÈMF. II. 

La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est moindre 
que i angles droits. 

1° Soit l’angle trièdre SABC; prolongeons l’arête SA au- 
delà du sommet S; l’angle trièdre SA'BC 
donne : 

BSC < BSA' + CSA'. 

En ajoutant aux deux membres de cette iné- 
galité ASB + ASC et remarquant que les 
angles ASB, BSA' sont supplémentaires, 
ainsi que les angles ASC, CSA', nous trouverons - 

ASB + ASC + BSC < ASB + BSA' + ASC + CSA', 
ou * ASB + ASC + BSC < 4 dr. 

2° Considérons maintenant l’angle polyèdre convexe 
SABCDE. Soit SF l’intersection des 
deux laces ASB, DSC qui sont adja- 
centes à la même face BSC ; nous 
avons dans l’angle trièdre SBCF : 

BSC < BSF + CSF ; 

donc la somme des faces de l’angle 
polyèdre SABCDE est moindre que celle des faces de l’angle 
polyèdre SAFDE qui a une face de moins. De même, si la 
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droite SG est l’intersection des deux plan» SAB, SDE, la 
somme des faces de l’angle polyèdre SÂFDE est moindre 
que celle des faces de l’angle trièdre SDGF. Or cette der- 
nière est plus petite que l angles; donc, à fortiori, la somme 
des faces de l’angle polyèdre SABCDE est moindre (pie i dr. 

TÜÉORiUK III. 

Si d’un point O pris à l’intérieur d'un angle trièdre SABC 
on trace les droites OL), OE, OF, respectivement perpendiculai- 
res sur les plans SBC, SAC, SAB, l’angle trièdre ODEF a pour 
faces les suppléments des angles dièdres de l’angle trièdre S. 
llèciproquement les faces de S sont les suppléments des angles 
dièdres de O. 

1° L’angle DOE est le supplément de l’angle dièdre SC, 
parce que son sommet O est compris 
? entre les faces de cet angle dièdre et que 

/ ses côtés 01), OE sont perpendiculaires 

/ k \ aux plans SBC, SAC qui forment le dièdre 

/fY\ c ^ 

i) C même l’angle EOF est le supplé- 
“ ment de l’angle dièdre SA et l’angle UOF 

celui de l’angle dièdre SB. 

9 

2° Le plan EOF est perpendiculaire sur les deux plans 
SAB, SAC el, par suite, sur leur intersection SA. De même 
l’arête SB est perpendiculaire' sur le plan FOD et l’arète SC 
sur le plan DOE ; donc, d’après le cas précédent, si le point 
S esta l’intérieur de l’angle trièdre O, les faces de l’angle 
trièdre S sont les suppléments des dièdres de O. 

Dans le cas contraire, on tracera par un point S', pris à 
l’intérieur de l’angle trièdre O, des perpendiculaires S'A', 
S'B', S'C' sur ses faces et l’angle trièdre S' sera tel que 
ses faces auront pour suppléments les dièdres de O. Or les 
deux angles trièdres S et S' ont les faces égales comme ayant 
leurs côtés parallèles dirigés dans le même sens; donc, etc. 
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Scholie. — Le* deux angles trièdres SABC, ODEP sont dits 
supplémentaires. — Le théorème précédent est applicable à un 

angle polyèdre convexe quelconque. 

* 

Tiii'eiiFMi: iv. 

1* * Chaque angle dièdre d’un angle trièdre, augmenté de deux 
angles dièdres droits, est plus grand que la somme des deux 
autres ; 

2* La somme des 3 angles dièdres est comprise entre 2 et 6 
angles dièdres droits. 

1° Soient A, B, G les trois angles dièdres d’un angle 
trièdre ; les faces de l’angle trièdre supplémentaire sont t 
2 dr — A, 2 dr. — B, 2 dr.— C. \ 

Or, chacune de ces faces étant moindre que la somme des 
deux autres, on a : 

2 dr. — A < 2 dr. — B -f 2 dr. — C. 
d’où l’on déduit : ■* * . . 

B C ^ A -j- 2 dr. 

2* La somme des faces de l’angle trièdre supplémentaire 
est moindre que 4 dr.-, donc on a : 

6 dr. — (A + B + C)<4 dr. 
et par suite: A + B + C|>2 dr. 

De plus, chaque angle dièdre étant moindre que 2 dr., 
leur somme A + B + C est moindre que 6 dr. 

Scholie. — On appelle rectangle un angle trièdre qui a un 
angle dièdre droit; birectangle celui qui a deux angles dièdres 
droits et trirectangle celui dont les trois angles dièdres sont 
droits. 

» 

. rHÉORÈME V. 

Si un angle trièdre S « deux angles dièdres SB, SC égaux , 
les faces ASC, ASB, opposées à ces angles, sont égales. 
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un point quelconque A de l’iirète SA les 
plans ABD, Aft), respectivement perpen- 
diculaires sur les arêtes SB, SC ; leur inter- 

« % 

section AD est perpendiculaire sur le plan 

BSC. Les triangles rectangles ABD, ACD ont 
le côté AD commun et les angles ABD, ACD 
égaux parce qu’ils sont les rectilignes des 

deux angles dièdres égaux SB, SC; donc leurs liypotliénuses 
AB, AC sont égales. Les triangles rectangles ABS, ACS qui 
ont l’hypothénuse commune et un côté égal chacun à cha- 
cun, sont aussi égaux ; donc l’angle ASB est égal à ASC. 

Corollaire. — Si les trois angles dièdres d’un angle trièdre 
sont égaux, ses trois faces sont égales. 

Tin oKP.'tir. vi. 

Si deux angles dièdres SC, SB d'un angle trièdre S sont in- 
égaux, la face ASB, opposée au plus grand angle SC , est plus 
grande que ASC, opposée à l'autre angle SB. 

En effet, menons par la droite SC le plan 
SCD qui forme avec BSC un angle dièdre 
égal à l’angle dièdre SB. L’angle trièdre 
SBDC ayant deux dièdres égaux, les faces 

BSD, CSD, opposées à ces angles, sont éga- 
les ; or, nous avons, dans l'angle trièdre 

S ACD, A SC < ASD + DSC ; 

donc, en remplaçant l’angle DSC par BSD, nous aurons : 
ASC < ASB. 

Corollaire. — Les propositions contraires des deux précé- 
dentes sont évidentes. 

Sgholik. — D eux angles trièdres symétriques sont super- 
posables, si l’un de ces angles a deux faces égales ou deux 
angles dièdres égaux. 
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Deux angles trièdres S, S' sont égaux , s'ils ont un angle 
dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune 
et disposées dans le même ordre. 

Soient l’angle dièdre SB — S'B', l’angle ASB=A'S'B' et 

l’angle BSC =B'S'C'. Je dis que 
les deux angles trièdres S, S' 
sont égaux, si toutefois la dis- 
position des parties égales est 
la même. 

En effet, placez l’angle A' S B' sur l’angle ASB qui lui est 
égal; lps angles dièdres S'B’, SB étaut égaux, le plan B'S'C' 
coïncide avec le plan BSC et, comme les angles B S'C', BSC 
sont égaux, le coté S'B' prend la direction de SB; donc les 
deux faces A'S'C', ASC coïncident et les deux angles trièdres 
sont égaux. 



b/ * * J' 



Corollaire. — On conclut de la démonstration précédente, 
que 1° les faces A'S'C', ASC sont égales; 2° les angles dièdres 
S'A', SA sont égaux, ainsi que les angles dièdres S'C', SC. 



Scholie. — Si la disposition des parties égales était diffé- 
rente, l’angle trièdre S serait égal au symétrique de l’angle 
trièdre S'. 



TH rOIl K MK VIII. 

Deux angles trièdres S, S' sont égaux , s'ils ont une face 
égale adjacente à deux angles dièdres égaux chacun à chacun, 
et disposés dans le même ordre. 

Démonstration analogue à la précédente. 

ScholIe. — Si la disposition des parties égales était diffé- 
rente, l’angle trièdre S serait égal au symétrique de l’angle* 
trièdre S'. 
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THCOnÈME IX. 

*• , / • • . 

Deux angles triidres S, S' sont égaux, .s'ils oui les trois fanes 
égales chaeune à chacune, et disposées dans le métne ordre. 

Soient l’angle ASB égal à A'S/B', l’angle BSC égal à B'S'C' 

et l’angle ASC égal à 
A'S'C'. L’égalité îles 
deux angles trièdres S, 
S' serait évidente, ,si 
deux angles dièdres 
SA, S'A', qui sont com- 
pris entre des faces 
égales chacune à chacune et disposées dans le même ordre, 
étaient égaux. 

Pour démontrer l’égalité des angles dièdres SA, S'A , 
menez par un point quelconque A de l’arête SA le plan 
BAC perpendiculaire sur cette droite, prenez la ligne S'A' 
égale à SA et tracez le plan B'A'C' perpendiculaire sur S'A'; 
je dis que les angles rectilignes BAC, B'A'C' des angles diè- 
dres SA, S'A' sont égaux. En effet, les triangles rectangles 
SAB, S'A'B’ sont égaux, parce qu’ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun ; donc le côté 
SB = S'B' et le côté AB = A'B'. A cause de l’égalité des 
triangles rectangles SAC, S'A'C', on a aussi le côté SB = S’ 11' 
et le côté AC = A'C'. Les triangles SBC, S'B'C', ont alors un 
angle égal compris entre deux côtés égaux et, par consé- 
quent, le côté BC est égal à B'C';donc les triangles ABC, 
A'B'C' ont les trois côtés égaux chacun à chacun et l’angle 
BAC est égal il B'A'C'. 

Schoue. — J’ ai supposé, dans la démonstration précédente, 
que le plan BAC rencontre les arêtes SB, SC, ce qui a lieu 
toutes les fois que les angles ASB, ASC sont aigus. 

Dans le cas contraire, prenez sur les arêtes des deux 

H 
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angles trièdres S, S' des longueurs égales SD, SE, SF, S'D, 
S'E', S'F' et tracez les plans DEF, DE' F'. Les triangles 
isocèles SDE, S'D'E' sont égaux, parce qu’ils ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun , donc 
le côté DE est égal à D'E'. On a de même DF D E' et EF 
= E'F'; donc les triangles DEF, D E' F' sont égaux et l’angle 
EDF est égal à E'D'F'. 

Les deux angles trièdres DSEF, D'S'E'F' ont alors les faces 
égales chacune à chacune, et disposées dans le même 
ordre; de plus, les angles SDE, SDF sont aigus; donc on 
peut leuf appliquer la démonstration précédente, pour 
prouver l’égalité des angles dièdres SD, S'D'. 

Corollaire*!. — Si la disposition des faces égales n’était 
pas la même dans les angles trièdres S, S', ces angles ne 
seraient que symétriques. 

Corollaire 11. — Deux angles trièdres sont égaux ou symé- 
triques, s’ils ont les trois arêtes parallèles chacune à chacune , 
et dirigées dans le même sens ou en sens contraire. 

Car leurs faces sont égales deux à deux et disposées dans 
le même ordre ou d’une manière différente. 

THKOKKMi: X. 

Deux angles trièdres S, S' sont égaux, s’ils ont les dièdres 
égaux chacun à chacun et disposés dans le même ordre. 

Soient T l’angle trièdre supplémentaire de S et T' celui 
de îÿ . Les deux angles trièdres S, S' ayant leurs dièdres 
égaux chacun à chacun et disposés dans le même ordre , 
les angles T, T' ont leurs faces égales chacune a chacune 
et disposées dans le même ordre ; donc leurs angles dièdres 
sout égaux. J’en conclus que les faces de l’angle trièdre S 
qui sont les suppléments des angles dièdres de T, sont 
égales aux faces de S' qui sont aussi les suppléments des 
angles dièdres de T' ; donc S et S' sont égaux. 
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Scholie. — Si la disposition des dièdres égaux n’était pas 
la même, l’angle trièdre S serait égal au symétrique de S'. 

l'IlflHI I Yf I S A RÉSOIDRE. 

I— ' Tracer par un point donné une droite perpendicu- 
laire à un plan donné. 

'i — Tracer par un point donné un plan perpendiculaire 
à une droite donnée. 

3 — Mener par un point donné une droite perpendiculaire 
à une droite donnée. 

4 — Tracer par un point donné une droite rencontrant 
deux droites non situées dans le même plan. 

5 — Toute droite également inclinée sur trois droites qui 
passent par son pied dans un plan est perpendiculaire à ce 
plan. 

® — Mener par une droite donnée un plan parallèle à une 
autre droite. 

7 — Mener par un point un plan parallèle à deux droites 
données. . 

S — Mener une droite parallèle à une droite donnée et qui 
rencontre deux droites non situées dans le même plan. 

® — Deux plans, menés perpendiculairement à un troi- 
sième par deux droites parallèles, sont parallèles. — Les 
projections de deux droites parallèles sur le meme plan sont 
parallèles. 

ÎO— Si une droite est perpendiculaire à un plan, la pro- 
jection de cette droite sur un plan quelconque est perpendi- 
culaire sur la ligne d’intersection des deux plans 

II— La somme des angles dièdres d’un angle polyèdre 
de n faces est comprise entre 2 (n — 2) dr. et 2 n dr. 

1 2 — Deux angles polyèdres sont égaux, s’ils ont, à l’ex- 
ception d’un angle dièdre et des deux^ faces adjacentes, les 
angles dièdres égaux, les faces égales et que la disposition 
des parties égales soit la même. 

13 — Deux angles polyèdres sont égaux si, à l’exception 
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d’une face et des deux angles dièdres adjacents, les faces 
sont égales, tes angles dièdres égaux et disposés dans le 
même ordre. 

14 — Deux angles polyèdres sont égaux si, à l’exception 
de trois faces ou de trois angles dièdres consécutifs, les faces 
et les angles dièdres sont égaux et disposés dans le même 
ordre. 

14 — Couper un angle polyèdre à quatre faces par un plan 
tel que la section soit un parallélogramme. 

11KI x <.i o>i> mi<M> s 

1 — Si, par le pied d’une oblique à un plan, on trace 
des droites quelconques dans ce plan et qu’on mène, par un 
point donné sur l’oblique, la perpendiculaire à chacune de 
ces droites, quel sera le lieu des pieds de ces perpendicu- 
laires ? 

2 — Quel est le lieu des points tels que chacun d’eux soit 
également distant de trois points donnés? 

3 — Un plan et deux points qui lui sont extérieurs étant 
donnés,' Trouver le lieu des points tels que la somme ou la 
différence des carrés des distances de chacun d’eux aux deux 
points donnés soit constante. 

4 — Deux plans parallèles ou non et un point qui leur est 
extérieur étant donnés, si on trace par ce point une droite 
quelconque jusqu’à la rencontre des deux plans, quel est le 
lieu du point harmonique conjugué du point donné par 
rapport aux deux points d’intersection de la droite et des 
deux plans. 

4 — Quel est le lieu géométrique du milieu d’uue droite 
de longueur constante dont les extrémités sont assujetties 
à rester sur deux autres droites rectangulaires et non situées 
dans le même plan ?. 
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4 — Un 'polyèdre est mi corps terminé en tous sens par 
des plans; les polygones que ces plans forment par leurs 
intersections sont les faces du polyèdre et leur ensemble 
constitue sa surface. 

On a donné en particulier les noms de tétraèdre, d'hexa- 
èdre, d'octaèdre, de dodécaèdre et d'icosaèdre aux polyèdres 
dont le nombre des faces est égal à quatre, à six, à huit, à 
douze et à vingt. 

On appelle angles d’un polyèdre les angles polyèdres for- 
més par ses faces, — sommets d’un polyèdre les sommets de 
ses angles, — arêtes d’un polyèdre les côtés de ses faces, — 
diagonale toute droile qui joint deux sommets non situés 
sur la même face. 

9 — Un polyèdre est régulier, lorsque ses angles sont égaux 
^et que ses faces sont des polygones réguliers égaux. 

3 — Un polyèdre est convexe, s'il est tout entier d’un 
même côté de chacun des plans, indéfiniment prolongés, 
qui le limitent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est con- 
cave. 

Une ligne droite ne peut rencontrer la surface d’un po- 
lyèdre convexe en plus de deux |x>inW, et un plan la coupe 
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toujours suivant un polygone convexe, puisque ce polygone 

est tout entier d’un même côté des droites qui le forment. 



4 — On distingue parmi les polyèdres : 1* le prisme, 2° la 
pyramide. . . 



1° Lf.mme — Si , par les sommets d'un polygone quelconque 
ABCDE, on trace d’un même côté du plan ABC les droites AF , 
BG, CH, DK, EL parallèles et égales, leurs extrémités sont les 
sommets d'un polygone égal et parallèle au polygone donné. 
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fl'et, les droites AF, BG étant égales et parallèles, 
le quadrilatère ABGF est un parallélo- 
gramme ; donc FG est égale et parallèle à 
AB ; de même les droites GH, HK, etc., sont 
respectivement ég.ales et parallèles aux 
droites BC, CD , etc. Donc les deux poly- 
gones AD, FK sont égaux et parallèles. 



Sciioi.ie. — On appelle prisme le polyèdre 
BCDEFGHKL qui a deux faces AD, FK égales et parallèles, 
et dont les autres faces sont des parallélogrammes. 

Les faces égales et parallèles sont les bases du prisme, et 
l’ensemble des autres faces forme sa surface latérale. La 
droite qui mesure la distance des deux bases est la hauteur 
du prisme. 

Un prisme est droit ou oblique lorsque les plans de ses 
faces latérales sont perpendiculaires ou obliques sur lew 
bases. — Les faces latérales d’un prisme droit sont des reet-* 
angles. 

Un prisme est triangulaire , quadrangulaire , pentagonal , 
etc., selon que sa base est un triangle, un quadrilatère , un 
pentagone, etc. 

Si on coupe un prisme par un plan non parallèle à sa 
base, on appelle prisme tronqué la portion du prisme com- 
prise entre l’une des bases et le plan sécant. 
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Lorsque les bases d’un prisme sont des 
parallélogrammes, on l’appelle parallélipi- 
pède, de sorte que le parallélipipède est 
compris sous six faces qui sont des paral- 
lélogrammes. 

Si le parallélipipède est droit et que ses bases soient de* 

,, rectangles, on lui donne le nom de paral- 

\ [X lélipipède rectangle. On appelle dimension t 

d’un parallélipipède rectangle les trois 
\ j \ arêtes qui passent par le même sommet. — 

Le parallélipipède rectangle, dont les six 
aces sont des carrés, est un cube ou hexaèdre régulier. 

, 2* Si on coupe un angle polyèdre S par un plan ABCDE 
qui rencontre toutes les arêtes, le polyèdre 
SABCDE, formé par les faces de l’angle S 
et par le plan sécant, a reçu le nom de 
pyramide. 

Le polygone ABCDE est la base de la 
pyramide qui a pour surface latérale l’en- 
semble des faces triangulaires SAB, SBC, 
etc. On donne au point S le nom de sommet de la pyramide, 
et celui de hauteur à la droite SF qui mesure la distance du 
sommet à la base. 

La pyramide est triangulaire, quadrangulaire, pentagonale, 
etc., selon que la base est un triangle, un quadrilatère, un 
pentagone, etc. — On dit qu’elle est régulière, lorsqu’elle a 
pour base un polygone régulier et que la droite qui joint 
le centre de ce polygone au sommet de la pyramide est per- 
pendiculaire sur la base. 

Si on coupe une pyramide par un plan quelconque, la 
portion de ce polyèdre comprise entre la base et le plan 
sécant est appelée pyramide tronquée ou tronc de pyramide. 
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Bu Priante et du Parnlléllplpède. 



THKORCME I. 



Les sections MNOPQ, RSTUV, faites dans un prisme ABCH 
par deux plans parallèles, sont des poly- 
gones égaux; 

En effet, les intersections MN, RS des 
deux plans parallèles par la face AG du 
prisme sont parallèles; en outre, elles sont 
égales, comme étant comprises entre les 
deux droites parallèles AF, BG. lie même 
les droites ST, TU, etc., sont respective- 
ment parallèles et égales a^x droites NO, 
0P f etc.Les angles RST, MNO qui ont les cotés parallèles et 
dirigés dans le même sens, sont égaux. Pareillement l’angle 
STU est égal à NOP, etc. ; donc les deux polygones MNOPQ, 
RSTUV sont égaux. 




Corollaire I. — Toute section faite dans un prisme par un 
plan parallèle à la base est égale à cette base. 

Corollaire II. — Tonte section faite par un plan dans un 
parallélipipède est un parallélogramme. 

Scholie. — On donne le nom de section droite à toute sec- 
tion faite dans un prisme par un plan perpendiculaire aux 
arêtes latérales. 
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Isr Le> • faces opposées d’un parallélépipède sont parallèles et 
éyafes ; 

2° J.es angles trièdres opposés sont symétriques. 

1° Les bases AC, EG du parallélrpipède AG sont, d’après la 
définition de ce polyèdre, égales et paral- 
lèles, Je dis qu’il en est (le même de deux 
K faces apposées quelconques BG et AB. 

En effet, les faces du pnrallétipipède 
étant des parallélogrammes, les droites 
/ BF, AE sont égales et parallèles; il en est 
de même de BC et AIL Or, les angles 
EAI>, FBC qui ont les côtés parallèles et 
dirigés dans le même sens, sont égaux et leurs plans sont 
parallèles ; donc les parallélogrammes BG, AH ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun et 
sont égaux. - • . 



r\ 
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2° Je dis que les angles trièdres opposés B et A sont symé- 
triques. Car, si je forme le symétrique HD E'G' de l’angle 
HDEG, en prolongeant ses arêtes au-delà du sommet H, les 
deux angles trièdres BACF, HD'E'G' ont les arêtes paral- 
lèles deux à deux et dirigées dans le même sens ; donc leurs 
faces parallèles sont égales et disposées dans le même ordre. 
Donc ces angles trièdres sont égaux. 



t 



Scholie. — On peut prendre pour bases d’un parallélipi- 
pède deux faces opposées quelconques, puisqu’elles sont 
égales et parallèles. 

t 

TH KOR V%19f F. III* 



Les diagonales d’ un parallélépipède sont inégales et se divisent 
■ mutuellement en deux parties égales. 

Considérons deux diagonales quelconques AG, CE du pa* 
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rallélipipède AG; les arêtes AE, CG de ce 
polyèdre sont égales et parallèles; donc le 
quadrilatère ACGE est un parallélogramme 
et ses diagonales AG, CE qui sont inégales, 
se divisent mutuellement en deux parties 
égales au point 0. 



Corollaire. — Si le parallélipipède est rectangle, les deux 
quadrilatères ACGE, BDFH sont des rectangles égaux ; donc 
les diagonales du parallélipipède rectangle sont égales et se 
divisent mutuellement en deux parties égales. 



Scholie. — On appelle centre d’un parallélipipède le point 
de rencontre de ses diagonales, parce qu’il divise en deux 
parties égales toute droite tracée par ce point jusqu’à la 
rencontre de la surface du parallélipipède. 



THÉORÉMK IV. 

La somme des carrés des diagonales d'un parallélipipède est 
égale à la somme des carrés dès douze arêtes. 

Menons , par les arêtes opposées AE 
et CG, BF et DH du parallélipipède AG, 
les plans ACGE, BDHF. Le quadrilatère 
ACGE étant un parallélogramme, nous 
avons : 

AG* + CE* = 2AE* + 2 AC ! . 

Le parallélogramme BDHF donne aussi : 
BH* + DF* = 2BF* + 2BD*. 
n ajoutant ces égalités membre à membre et remarquant 
que BF est égale à AE, nous aurons : 

AG’ + BH* + CE* + DF * = 4 AE* + 2AC* + 2BD*. . 

Mais AC et BD sont les diagonales du parallélogramme 
ABCD ; donc 
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par suite 

AG*+ BH*+ CE S + DF* = 4AE* + 4AB* + 4AD*. 
Corollaire. — Si le parallélipipède est rectangle, ses dia- 
gonales sont égales, et l’égalité précédente se réduit à 

AG*=AÊ* + À6*+AD*, 

c’est-à-dire que locarrré d’nne diagonale eStégale à la somme 
des carrés des trois arêtes issues d’un même sommet. 

Scholie. — Le carré de la diagonale d’un cube est égal au 
triple du carré de son côté. 
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Mc »ure du Paralléf Ipipède et dn Prisme. 



THÉOBF.MF. I. 
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Deux prismes sont égaux , lorsqu'ils ont un angle trièdre égal 
compris entre les faces égales chacune à chacune. 

Supposons, dans les deux prismes AK, A'K', l’angle trièdre 
L u A égal à l’angle trièdre A', le 

polygone ABCDE égal au poly- 
gone A'B'C'DE' et les parallélo- 
grammes ABGF, AELE respecti- 
vement égaux aux parallélo- 
f grammes A'B'G'F', A'E'IVF'. 

Pour démontrer l’égalité de ces 
deux prismes, plaçons le polygone A'B'C'D'E’ sur ABCDE ; 
les angles trièdres A et A' étant égaux, le plan B'A'F' s’ap- 
plique sur BAF, le plan E'A'F' sur EAF et la droite A'F' 
prend la direction de AF. Or le plan G'B'C'H' est parallèle 
à la droite A'F|; donc il coïncide avec le plan GBCH paral- 
lèle à AF; de même le plan H'C’D’E’ s’applique sur HCDK, 
etc. En outre, les droites AF, BG, etc., A'F', B'G', etc , sont 
égales; donc les deux polygones F'G'HK'L', FGHKL coïn- 
cident et les prismes AK, A'K' sont égaux. 



Corollaire. — Deux prismes droits sont égaux, s'ils ont les 
bases égales et les hauteurs égales. 

Car ils ont les angles trièdres deux à deux égaux et com- 
pris entre trois faces égales chacune à chacune. 

\ 
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Oh peut aussi démontrer leur égalité par la superposi- 
tion directe. 

St: houe. — Si h est le nombre des côtés de lu base ABCDE 
du prisme AK , il faut 2 h- 3 conditions pour l’égalité des 
deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' et, par suite, 2n condi- 
tions pour l’égalité des deux prismes AK, A'K'. 



, THÉtHÈMü II. 

Deux parallélipipèdes rectangles qui ont des bases égales sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 

Considérons les deux parallélipipèdes rectangles ABCDE, 
ABCDK qui ont la même base ABCD et 
>;• 11 dont le» hauteurs sont AE, AK. Suppo- 

sons d’abord ces hauteurs commeiisu- 
rables et leur plus grande commune me- 
sure AO contenue 5 fois dans AE, 3 fois 
dans AK ; nous aurons 

AE 3 

AK 3' 

Menons, par les points de division de la droite AE, des pians 
parallèles à la base AC ; les sections sont égales à la base, et le 
parallélipipède ABCDE est divisé en 3 parallélipipèdes rect- 
angles, égaux à ABCDO, pareequ’ils ont les bases égales et 
les hauteurs égales. Or le parallélipipède ABCDK en con- 
tient 3 ; donc • “ - 

ABCDK 5 AE 

ABCDE 3 AK‘ 

On démontre, par le raisonnement ordinaire, que ces 
rapports sont encore égaux lorsque les hauteurs n’ont pas 
de commune mesure. 

„ nitoHl tir m. 

Deux parallélipipèdes rectangles P, V qui ont une dimension 
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commune sont entre eux comme les produits des deux autres 

dimensions. 

Soient a, b, c les trois dimensions du parallélipipède P et 
bt & celles de F. Si on construit un parallélipipède rect- 
angle F' ayant pour dimensions a, b, & et qu’on le compare 
au polyèdre P, on voit qu'ils ont une face égale dont tes 
dimensions sont a et b; donc • ‘ 



P c 




Les parallélipipèdes F' et P' ont aussi une face égale 
qui a pour dimensions a et c'; donc 

j ïl—b_ 

. P ~V 

En multipliant les égalités précédentes membrè à membre 
et supprimant le facteur P'', commun aux deux termes du 
premier rapport, on a : 

P 6 c 

P' b' X c"‘ 

THÉORÈME IV. 

, Deux parallélipipèdes rectangles P, P ; sont entre eux comme 
les produits de leurs trois dimensions. 

Soient a, Z», clés dimensions du parallélipipède de P; a , b', 
d celles de P' et a, b, c' celles d’un troisième parallélipipède 
P'' que l’on compare successivement aux deux autres. Les 
parallélipipèdes P, P'' ont une face égale qui a pour dimen- 
sions a et b ; donc 

P__ c_ 

Y"~c'' 

Les parallélipipèdes P" et P' ont une .dimension commune 
& ) donc 

P'\. u . b 
P' — a! X 9' 
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En multipliantles égalités, précédentes membre à membre 
et réduisant, on a : 

I* o.» h c 
57=-, x r-X 
P a b c‘ 

t 9 

Corollaire I. — Si un convient de prendre pour unité de 
volume le cube fait sur i’unité de longueur, et que P' soit ce 
cube, ses dimensions a', b, d sont égales à l’unité linéaire 
et l’égalité 

P a b c 
• ' P '~a' X b' X c' 

démontre que le nombre abstrait qui exprime la mesure du 
parallélipipède rectangle P est égal au produit des-trois nom- 
bres qui représentent les mesures des dimensions a, b, c de 
ce parallélipipède. On énonce ordinairement ce résultat de la 
manière suivante : le volume d’un parallélipipède rectangle est 
égal au produit de ses trois dimensions. 



Corollaire II. — En convenant aussi de prendre pour unité 
de surface le carré fait sur l’unité linéaire et remarquant 

que le produit — X ^ est alors la mesure d’une des faces du 

parallélipipède P, on a ce nouvel énoncé du théorème pré- 
cédent : le volume d'un parallélipipède rectangle est égal au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Schülie. — L’unité de volume, c’est-a-dire le mètre cube, se 
subdivise en 1,000 décimètres cubes; le décimètre cube en 
1,000 centimètres cubes, et le centimètre cube en 1,000 milli- 
mètres cubes. 

. ■ •'.* . * > 

THÉORÈME V 



Le volume d'un parallélipipède est égal au produit de sa base 
par sa hauteur. jé 

1* Considérons le parallélipipède droit ABCDEFGH qui a 
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|K>ur hase le parallélogramme ABCD et pour 
hauteur AE. Menous par AE et par BF des 
plans perpendiculaires à l’arête AB ; les sec- 
tions AEH'D', BFG'C' sont des rectangles 
égaux, puisque les faces BE, CH du paralléli- 
pipède donné sont perpendiculaires au plan 
ABCD; donc le paralléiipipède AG' est rectangle, et je .dis 
qu’il est équivalent au paralléiipipède AG. Les deux primes 
triangulaires droits ADD'Ë, BCC'F ont les bases ADD', BCC' 
égales et les hauteurs AE, BF égales; donc ils sont égaux, 
et, si ou les retranche successivement de la figure entière, 
les parallélipipèdes AG, A'G' qu’on trouve pour reste*, sont 
équivalents. 

Or, le paralléiipipède rectangle AG' a pour mesure AB x 
AD'xAE; donc le paralléiipipède droit AG a aussi pour me- 
sure AB X AD' X AE, c’est-à-dire le produit de sa hase AB X 
AD' par sa hauteur AE. 



2° Soit le paralléiipipède oblique AG ; menons par les 
sommets E et F les plans EKN, FLM perpendiculaires à 
l’arête EF, les sections EKNO, FLMP sont des parallélo- 
grammes égaux, cl le polyèdre EFLKNOPM est un paralléli- 
pipède droit, ayant pour hauteur EF et pour base le paral- 
lélogramme EKNO; je dis qu’il est équi- 
valent au paralléiipipède AG. En effet, 
lesdeux polyèdres AÜHEKNO, BCGFLMP 
ont les deux faces EN, FM égales; je 
superpose ces deux faces. Les droites 
KA , LB qui ont la même longueur 
AB-BK et qui sont respectivement per- 
pendiculaires sur les plans des faces EN, FM, prennent la 
même direction, et leurs extrémités A, B coïncident. 11 en 
est de même des points C et D, G et H. Donc les polyèdres 
EKD, FLC sont égaux, et les parallélipipèdes AG, KP qu’on 
trouve eu diminuant la figure entière de ces polyèdres, sont 
équivalents. 
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Soit ER la hauteur du parallélogramme EKNO, le parallé- „ 
lipipède droit RP a pour mesure EFxEOxER ; donc le vo- 
lume du parallélipipède AG est égal à EFx EO X ER, c’est- •. 
à-dire au produit de sa base EF x EO par sa hauteur ER. 



Corollaire. — Deux parallélipipèdes qui on t des hases équi- 
valentes sont entre eux comme leurs hauteurs. Réciproque- 
ment, deux parallélipipèdes qui ont les hantcurs égales sont 
entre eux comme leurs bases. 



Il r*" / 


:\ 


1 \- 






..jn 


■ i \ | 




“ir~i 


xiriV 


i \ 


\ s . 

! TK 

' \i 

\J 


.X 

' \ 



THEORKHE VI. 

Le plan, mené par deux arêtes opposées d’un parallélipipède, 
le divise en deux prismes triangulaires équivalents. 

Dans le parallélipipède AG les deux arêtes AE, CG sont 
parallèles, et le plan de ces deux droites 
divise le parallélipipède en deux prismes 
triangulaires ABCEFG, ACDEGH, car les 
faces latérales de ces polyèdres sont des 
parallélogrammes et leurs bases sont des 
triangles égaux et parallèles. Je dis que 
ces prismes sont équivalents. 

1’ Supposons le parallélipipède AG 
r ‘ droit; les deux prismes triangulaires 
sont aussi droits et égaux parce qu’ils ont leurs bases 
égales et la même hauteur ; 

2° Si le parallélipipède est oblique, prenons, sur la droite 
indéfinie AE, une longueur OR égale à AE et menons par 
les points O, R des plans perpendiculaires à l’arête AE ; les 
sections sont deux parallélogrammes égaux et le polyèdre 
RR est un parallélipipède droit que le plan ACGE divise en 
deux prismes triangulaires droits RLMO, RMNO. Ces prismes 
sont égaux parce qu’ils ont la même hauteur RO et des bases 
égales RLM, RMN. Démontrons maintenant que chacun des 
prismes obliques est équivalent à l’un des prismes droits. 

Les deux polyèdres ABCRLM, EFGOPR sont égaux ; car si 

15 
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, nous plaçons le triangle OPR sur KLM qui lui est égal, la 
droite OE» perpendiculaire sur le plan OPR, prend la diree- 
tion de KA perpendiculaire sur le plan KLM et» comme ces 
lignes ont la même longueur AE — AO, leurs extrémités A et E 
coïncident. On prouverait de même la coïncidence des points 
B, F et celle des points C, G. Donc les polyèdres ABCKLM, 
EFGOPR sont égaux et, si on les retranche successivement 
du polyèdre EGFKLM, les prismes triangulaires ARGE, KLMO 
qu’on trouve pour restes sont équivalents. Pareillement le 
prisme oblique ACDE est équivalent au prisme droit KMNO. 
Donc les deux prismes ABCE, ACDE sont équivalents. 

Corollaire. — Le prisme triangulaire ABCE est équivalent 
à la moitié du parai léli pi pède AG qui a la même hauteur 
que le prisme et une base douille. 

THÉORKiUK VII. 



Le volume d'un prisme est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Soit d’abord le prisme triangulaire ABCE. Menons par 
l’arête BD un plan parallèle à CAF et 
par l’arête CE un plan parallèle à BAF. 
Le parallélipipcdo AK est le double du 
prisme ABE et son volume est égal au 
produit de sa base 2ABC par sa hauteur 
FG ; donc le prisme ABE a pour mesure 
ABCXFG, c’est-à-dire le produit de sa 
base par sa hauteur. 

Considérons, en second lieu, le prisme polygpnal ABCK. 
t Traçons par l’arête AF et chacune des droites 

CH, DK qui lui sont parallèles, des plans qui 
partagent le polyèdre en prismes triangulai- 
res de même hauteur que le prisme polygonal, 
et dont les bases sont les triangles ABC, ACD, 
ADE. En désignant par H la hauteur com- 
mune à ces prismes, nous aurons 
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Prisme ABC = ABC X H. 

Prisme ACU r= ACD x H. 

Prisme ADE=ADExH 
Donc le prisme polygonal est égal à(ABC+ACD+ADE)XH, 
c’est-à-dire au produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. — Deux'prismes qui ont des bases équivalentes 
sont entre eux comme leurs hauteurs. Réciproquement, 
deux prismes de même hauteur sont entre eux comme leurs 
bases. 
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Me la l’j ramifie ; — «si Mesure. 



TlIlOIlltlt I. 

* 

1* Tout plan aÏÏede parallèle à la base ABCDE d'une pyra- 
mide SABCPE divise les arêtes latérales et la hauteur en seg- 
ments proportionnels. 

2* La section ahcde faite dans lu pyramide est semblable à la 
base. 

1* Si par le sommet S de la p\ ramide ou mène le plan 

% MN parallèle à la Base, les arêtes SA, SB, etc., 

ï /. et la hauteur SK sont divisées en segments 
proportionnels par les trois plans parallèles 
!i AD, ad, MX; donc on a 

'fàü* s a : «a : : S6 : 6B : : etc ... : : s/ : rv. 

2’ Les triangles SAB, SBC, SCD, etc., étant 

A . ( 1 ' 

X l ' r \/ 1* respectivement semblables aux triangles 



w t; 


S ab, 


S6r, 


S frf, 


etc., 


on a 










AB 


! al) ! 


:: sb 


: sb 










BC 


I bc \ 


: sb 


! sb : 


: sc : 


SC 






CD 


; cd ! 


: : sc 


; sc : 


'. etc. 




Donc 


ab : 


: ab : 


: bc 


; bc : 


: ci) : 


: cd : : 


etc 



L’angle ABC est égal à abc parce qu’ils ont leurs côtés 
parallèles et dirigés dans le même sens; de même l’angle 
BCDest égal à bcd; l’angle .CüE à cde, etc. Donc les deux 
l»olygones abcde, ABCDE qui ont les angles égaux et les cô- 
tés homologues proportionnels sont semblables. 
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Corollaire. — La secticp^ixtfe étant semblable à la base, 



on a 


abede ! 


abcde : : 


Aid : AB*. 


Or 


ah ; AB 


: : sa : sb 


: : sf: sf. 


Donc 


abede '. 


abcde : : 


sf i : sf». 



De là ce théorème : Les sections, fuites dans une pyramide par 
deux plans parallèles, sont entre elles comme les carrés tle leurs 
distances au sommet de la pyramide. 



THliOHÈMi: II. 



Si deux pyramides S, S' ont des hauteurs éyales et qu’on les 
coupe par des plans parallèles aux bases et également distants 
des sommets, les sections sont entre elles comme le» bases. 
Supposons la hauteur SK de la pyramide SA RC égale à la. 




Iiautetir S'E' de la pyramide 
S' A'B'C'D'; prenons sur ces 
lignes des longueurs égales 
Se, SV; menons ensuite par 
le point e le plan abc paral- 
lèle à ABC, par le point e 
le plan a'b'c'd 1 parallèle à 
A’B'C'D'. 



Nous avons dans la pyramide SABC, 
abc .’ ABC 1 1 Se* I SE* 
et dans la pyramide S' A'B'C'D', 

a'b'c'd ' : A'B'C'D' : 1 SV 1 ; S'E' ! . 
Donc abc : ABC 1 : a'b'c'd 1 : A'B'C'D'. 



Corollaire. — Si les bases des deux pyramides sont équiva- 
lentes, les sections abc, a'b'dd' le sont aussi. 

THÉORÈME III. 

Deux pyramides sont égales, lorsqu’elles ont un angle dièdre 
adjacent à la base, égal et compris entre deux faces égales cha- 
cune à chacune et disposées dans le même ordre. 
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Supposons dans les pyramides SABCD, S'A'B'C'D', l’angle 

dièdre AB égal à l’angle 
dièdre A'B', le polygone 
ABCD égal à A'B'C'D' et le 
triangle SAB égal à S' A'B'. 

Pour démontrer l’égalité 
des deux pyramides S, S', 
plaçons le polygone AËCD 
sur A'B'C'D' ; les angles 
dièdres AB, A'B' étant égaux et la disposition des faces égales 
étant la même dans les deux pyramides, le plan SAB s’appli- 
que sur S' A'B'. Or les deux triangles SAB, S' A'B' sont égaux, 
donc le côté AS prend la direction de A'S' et les deux points 
S, S' coïnciden t. De là résultent la coïncidence des faces SBC, 
S'B'C', celle des faces SDC, S'D'C' et enfin celle des faces 
SAD, S'A'D' ; donc les deux pyramides S, S' sont égales. 




Schoue, — Si n est le nombre des côtés de la base de la 
pyramide SABC, il faut 2» — 3 conditions pour l’égalité des 
polygones ABCD, A’B'C'D' et, par suite, 2n conditions pour 
l’égalité des pyramides S, S'. 



THÉORÈME IV. 

Deux pyramides triangulaires qui ont les bases équivalentes 
et les hauteurs égales sont équivalentes. 

Soient SABC, S'A'B'C' deux pyramides triangulaires, pla- 
cées sur le même plan; 
supposons leurs bases 
ABC, A'B'C' équivalentes 
et leurs hauteurs égales 
à la droite AT, perpen- 
diculaire sur le plan des 
c’ bases, je dis que ces py- 
ramides sont équivalen- 
tes. 
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En effet, admettons qu’elles soient inégales et que SABC 
soit la plus grande; représentons leur différence par Un 
prisme ayant pour base le triangle ABC et pour hauteur 
la droite Ax; divisons la droite AT en parties égales, moin- 
dres que Ax et menons par les points de division y, s, u 
des plans parallèles aux bases; chacun de ces plans déter- 
mine dans les deux pyramides des sections équivalentes, 
puisque les bases sont équivalentes. Traçons par le côté BC 
de la base de la plus grande pyramide un plan parallèle 
à l’arête SA jusqu’à la rencontre du plan de la section sui- 
vante DEF; ces plans forment avec les faces de l’angle 
trièdre ABCD un prisme triangulaire dont une partie est 
extérieure à la pyramide. En faisant là même construction 
sur chacune des Sections DEF, GHK, LMN, nous aurons au- 
tant de prismes qu’il y a de divisions dans la hauteur AT 
et leur somme sera plus grande que la pyramide SABC. 

Si nous construisons de même un prisme sous chaque 
section de la pyramide S'A'B'C', en menant par les droites 
E'F', H'K', M N' des plans parallèles à l’arête S'A', nous au- 
rous autant de prismes inscrits dans la pyramide S'A'B'G' 
qu’il va de divisions, moins une, dans la hauteur AT et la 
somme de ces prismes sera moindre que la pyramide; donc 
l’excès de la somme des prismes circonscrits à SABC sur la 
somme des prismes inscrits dans S'A'B'C' doit être plus 
grand que la différence des deux pyramides, c’est-à-dire 
plus grand que le volume du prisme ABCx. 

Or le premier prisme circonscrit SLMN est équivalent au 
premier prisme inscrit L'M'N'G', parce qu’ils ont des bases 
équivalentes et des hauteurs égales; de même le second 
prisme circonscrit LGHK est équivalent au second prisme 
inscrit G'H'K'D', etc. Donc la différence des deux sommes de 
prismes est égale au prisme ABCD construit sur la base ABC 
de la plus grande pyramide; mais, ce prisme devant être 
plus grand que le prisme ABGr, on aurait 
ABC X Ât/> ABC X Ax, 



Digitized by Google 




232 LEÇONS DE GÉOMÉTRIE, 

ce qui est absurde, puisque Xy est moindre que Xx. Done 
les deux pyramides SABÇ, S'A'B'C' ne peuvent être in- 
égales, 

THÉORÈME f. 

Le volume d'une pyramide est égal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit d’abord la pyramide triangulaire SABC; menons par 
le sommet S un plan parallèle à La base 
ABC et par l’arête AC un plan parallèle à 
la droite SB, la pyramide SABC est le tiers 
du prisme triangulaire SDEABC. En effet, 
le prisme est égal à la somme des pyra- 
mides SABC, SACED; or la pyramide qua- 
(lrangulaire SACED est divisée, parle plan 
SAE, eu deux pyramides triangulaires SADE, SACE équi- 
valentes, puisqu’elles ont le même sommet S et que leurs 
bases ADE, ACE, placées sur le même plan, sont égales. De 
plus, les deux pyramides SABC, SADE ont des bases égales 
ABC, SDE et la même hauteur SO que le prisme ; donc 
elles sont équivalentes et le prisme SDEABC est le triple de 
la pyramide SABC. 

Le prisme ayant pour mesure le produit ABC X SO, le 
volume de la pyramide triangulaire SABC est égal à 
i ABC X SO. 




Considérons, en second lieu, la pyramide polygonale 
SABCDE et menons des plans par SA et cha- 
À cune des arêtes SC, SD; la pyramide donnée 




se trouve divisée en autant de pyramides 
triangulaires que le polygone ABCDE a de 
côtés moins deux et qui ont toutes la 
même hauteur SO que la pyramide poly- 
gonale. Or, nous avons 



Pyr. SABC = i ABC XSO 
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Pyr. SACD = J ACD X 90 
Pyr. SADE = JADE X S0 

donc le volume de la pyramide SABCDE est égal à 
J (ABC + ACD -f ADE) x SO, c’est-à-dire an tiers du produit 
de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. — Toute pyramide est égale au tiers d’un 
prisme de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. — Pour mesurer le volume d’un polyèdre 
quelconque, décomposez-le en pyramides, en joignant tous 
ses sommets à un point quelconque de l’intérieur. Détermi- 
nez ensuite le volume de chacune de ces pyramides et faites 
la somme de leurs mesures. 

S’il existe à l’intérieur du polyèdre un point également 
distant de toutes ses faces et qu’on te prenne pour le som- 
met des pyramides, lé volüme du i>olyè.dre est égal au pro- 
duit de sa surface par le tiers de la distance de ce point à 
une face quelconque. 

THKOHKMF VI. 



Si on coupe une pyramide par un plan parallèle à sa base, le 
volume du tronc de pyramide est égal à la somme des volumes 
de trois pyramides, ayant pour hauteur commune la hauteur 
du tronc et pour bases respectives la base inférieure dis tronc, 
sa base supérieure et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. 

Considérons d’abord le tronc de pyramide triangulaire 
ABCDEF dont les hases ABC, DEF sont paral- 
lèles et traçons les plans ACE, CDE qui par- 
tagent le tronc en trois pyramides triangu- 
laires EABC, CDEF, EACD. La première, 
EABC, a pour base le triangle ABC et pour 
hauteur celle du tronc, puisque son sommet 
E est sur le plan DEF. La seconde pyramide 
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CDEF a pour base le triangle DEF et pour hauteur celle du 
tronc, puisque son sommet G est situé sur le plan ABC. 
Quant à la troisième pyramide EACD, transformoqs-laen 
une autre GACD de même base ACD et de même hauteur, 
en transportant son sommet E au point G où l’arête AB 
est rencontrée par la droite EG parallèle à AD. 

Or la pyramide GAÇD a la même hauteur que le tronc et 
sa base AGC est moyenne proportionnelle entre les triangles 
ABC, DEF; en effet, les triangles AGC, ABC ayant un angle 
commun GAC, nous avons 

abc : agc :: ab x ac : àg x ac ab : ag. . 

Les triangles AGC, DEF ont aussi un angle égal, 
donc AGC : DEF : : AG X AC : DE X DF : AC : DF ; 
mais les triangles équiangles ABC, DEF donnent 

AB : DE ou AG : 1 AC : DF, 
donc ABC : AGC : I AGC : DEF. 



Soit, en second lieu, le tronc de pyramide polygonal 

ABCDEFGH ; construisons sur 
le plan ABC une pyramide 
triangulaire S'A'B'C' de même 
hauteur que la pyramide 
SABCD, et dont la base A'B'C' 
soit équivalente à ABCD, les 
deux pyramides SA, S'A' sont 
équivalentes. Le plan EFG détermine, dans ces pyramides, 
deux sections équivalentes EFGH, E'F'G'; donc la pyramide 
S'E'F'G' est équivalente à la pyramide SEFGH et, par suite, le 
tronc de pyramide triangulaire est équivalent à celui de la 
polygonale. Donc, etc. . 




Corollaire. — Soient B, b les bases du tronc de pyramide 
et h sa hauteur, son volume est égal à J h (B+ 6+l/Bé). 
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THÉORÈME VII. 



Le volume tf un tronc de prisme triangulaire ABCDEF est 
égal à la somme des volumes de trois pyramides ayant pour base 
commune la base inférieure ABC du tronc et pour sommets res- 
pectifs les sommets D, E, F de la base supérieure du prisme 




tronqué. .... .<» 

En effet, menons les plans ACE, CDE qui décomposent le 
tronc de prisme en trois pyramides trian- 
gulaires EABC, EACD, ECDF. La première, 
EABC, a pour base le triangle ABC et pour 
sommet le pointE. La seconde, EACD, consi- 
dérée comme ayant le triangle ADG pour base 
et le point E pour sommet, est équivalente à 
la pyramide BACD; et celle-ci peut être re- 
gardée comme ayant le triangle ABC pour base et le point D 
pour sommet. La troisième pyramide ECDF est équivalente 
à la pyramide ABCF, parce que leurs bases EFC, BFC sont 
équivalentes et que leurs sommets D, A sont sur une droite 
parallèle au plan des bases. Or la pyramide ABCF peut être 
considérée comme ayant pour base le triangle ABC et pour 
sommet le point F. Donc le prisme triangulaire tronqué 
I)ABC est égal à la somme de trojs pyramides ayant pour 
base commune le triangle ABC et pour sommets les points 
D, E, F. 



Corollaire. — Soient h, h', b" les distances des points 
D, E, F au plan ABC et b la base du prisme tronqué ; son 
volume est égal à (A+ A'+A"). 



/ 



Digitized by Google 




CHAPITRE IV. 

Re la Similitude. 



Deux polyèdres sont semblables s’ils ont les angles égaux 
et les (aces, adjacentes aux angles égaux, semblables cha- 
cune à chacune. 

Les sommets de deux angles égaux sont des points homo- 
logues. On appelle arêtes homologues celles dont les extrémi- 
tés sont des points homologues; faces homologues celles qui 
ont pour sommets des points homologues ou qui sont sem- 
blables. 

Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables 
sont proportionnelles. 



THi:»RE!ME I. 



Deux pyramides sont semblables lorsqu'elles ont un angle 
dièdre, adjacent à la base, égal et compris entre deux faces sem- 
blables chacune à chacune et disposées dans le même ordre. 
Soient l’angle dièdre AB de la pyramide SABCDégalà l’angle 

dièdre ab de la pyramide sabcd, 
la base ABCD semblable à abcd 
et le triangle SAB semblable à 
sah ; je dis que les pyramides 
sont semblables. 

En effet, prenez sur l’arête 
SA la droite Sa' égale à sa et 
tracez par le point A le plan 
ab'dd’ parallèle à la base ABCD. 
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Les pyramides SABCD, S a'b'c'd 1 sont semblables, car leurs 
faces sont deux à deux semblables et leurs, angles trièdres 
sont aussi deux à deux égaux, comme ayant leurs arêtes pa- 
rallèles et dirigées dans le même sens. 

Or les triangles S u'b', sab , semblables au triangle SAB, 
sont égaux parce qu’ils ont un côté égal adjacent à deux an- 
gles égaux; de même les polygones abcd 1 , abcd sont égaux 
puisqu’ils sont semblables à ABCD et que leurs côtés ho- 
mologues a b', ab sont égaux; donc les pyramides S a'b'&d 1 , 
sabcd qui ont un angle dièdre, adjacent à la base, égal et 
compris entre deux faces égales chacune à chacune et dis- 
posées dans le même ordre, sont égales et la pyramide sabcd 
est semblable à SABCD. 

Corollaire I. — Les hauteurs SO, so des pyramides sem- 
blables SA11C, tube sont proportionnelles à deux arêtes ho- 
mologues. 

En effet, le plan a'6V étant parallèle à ABC, on a : 

SO ; S o 1 ! '. SA ! ta, 
ou SO : so : 1 SA ! sa. 

Corollaire IL — Si on coupe une pyramide SABCD par un 
plan a'bc'd' parallèle à sa base ABCD, les deux pyramides 
SABCD, S a'b'c'd 1 sont semblables. 

Car les deux angles dièdres AB, a 1 b', adjacents aux bases, 
sont égaux et compris entre deux faces semblables chacune 
à chacune et disjiosées dans le même ordre. 

Scholie. — Si « est le nombre des côtés de la base ABCD, 
il faut 2» — 1 conditions jiour la similitude des pohgones 
ABCD, abcd et, par suite, 2n — 1 conditions pour la similitude 
des pyramides SA, sa, tandis qu’il en faut 2n pour leur 
égalité. 

\ 



* 
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, THEOREME II* 

Deux polyèdres Semblables peuvent être décomposés en un 
même nombre de pyramides Semblables et disposées dans le 
même ordre 




Soient ABE, abc deux polyèdres semblables; décomposez 
le premier ABE en autant de pyrarnides qu’il a de faces, 
en joignant tous les sommets à un point quelconque 0, pris 
à l’intérieur de ce polyèdre. Pour déterminer, dans le se- 
cond abe, l’homologue e du point 0, menez j>ar Parcèc ab, 
à l’intérieur de ce polyèdre, un plan formant avec la face 
abc un angle dièdre égal à l’angle dièdre OABC, faites dans 
ce plan l’angle oâb égal à OAB et prenez le point o de telle 
sorte que 

, oa ab 

. • ’tÔX - ÂB' .. * 

En joignant ce point à tous les sommets du polyèdre abe, 
vous le décomposerez aussi en autant do pyramides qu’il a 
de faces. 

Les deux pyramides OABCD, oabcd sont semblables, parce 
qu’elles ont un angle dièdre, adjacent à la base, égal et com- 
pris entre deux faces semblables chacune à chacune et 
disposées dans le meme ordre ; donc le triangle OBC est 
semblable à obe et l’angle dièdre UBCÜ est égal à obed. Les 
deux pyramides suivantes OBCHG, obehg sont semblables 
par la même raison, car leurs bases BII, bh sont semblables 
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par li j polhèsc, les triangles OBC, obc le soutaussi et l’angle 
dièdre OBCH, différence des deux angles dièdres ABCH, 
ABCO, est égal a, l'angle dièdre obch, différence des deux 
angles dièdres abch, abco. - 

On prouverait de même la similitude des autres pyramides 
qui ont pour bases les faces semblables des lieux i>olyèdres 
donc ces polyèdres sont décomposés en un même nombre 
de. pyramides semblables et disposées dans le même ordre. 

O 

Corollaire. — Si on trace dans deux faces semblables 
telles que ABCD, abcd les diagonales homologues BU, bd et 
les plans OBD, obd, les pyramides semblables OABCD, oubcd 
sont décomposées eu tétraèdres deux à deux semblables, 
pareequ’ils ont un angle, adjacent à la base, égal et compris 
entre deux faces semblables et disposées dans le même ordre; 
donc deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un 
même nombre de tétraèdres semblables et disposés dans le même 
ordre . 

Scholie. — On peut prendre le point 0 sur la surface du 
polyèdre ABE; si ce point coïncide avec l’un des sommets, 
les arêtes des pyramides, issues du point 0, sont des diago- 
nales du polyèdre ABE; donc les diagonales homologues de 
j deux polyèdres semblables sont proportionnelles à deux arêtes 
homologues. 

THÉORÈME III- 

1° Deux polyèdres homothétiques directs sont semblables ; 

2° Deux polyèdres homothétiques inverses ont les faces homo- 
logues semblables et les angles polyèdres homologues symétri- 
ques. 

1° Si l’on joint un point quelconque 0 aux sommets d’un 
polyèdre ABCDEFGKH et qu’on prenne sur les droites OA, 
OB, OC,.... des points a, b, c,.... tels que 

oa ob oc * - 

o A oB oC r> 

je dis que le polyèdre abcdefgkh est semblable à ABCDEF. 
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En effet, considérons une face quelconque FGKH du po- 
lyèdre donné et menons par le poirrt f un pian parallèle à 
FGKH ; ce plan divise les arêtes OF, OG, OH, OK de la pyra- 
mide OFGKH en parties proportionnelles et passe par les 
points g, h, k; donc les points homologues des sommets du 
|H)lygone FGHK sont dans un même plan et le polygone 
fghlt qu'ils déterminent est semblable à FGHK. On prouve- 
rait de même que les autres faces 
homologues sont semblables. 



. k i V- a 



; \ ^ h Pour démontrer l’égalité de 

c (f qT' i 7 " k àmx angles polyèdres bomolo- 
IVyV | /j/7 gués tels que A et a, remarquons 

- F \\ j , n que leurs arêtes homologues sont 

: \\ ri^ y • iwnillèles et dirigées dans le 

w'TTff ' J [yj k -. même sens; il résulte de là que 

'W|Til/ ces angles polyèdres ont les faces 

A4 ! u . homologues égales et les angles 

\ï i U dièdres homologues égaux; donc 

Yo ils sont égaux et les polyèdres 

• -a .• homothétiques directs ARC...,, 
iiji | y _ abc...., qui opt les faces homo- 

///; i V'\ logues semblables, les angles po- 

tfl'Sjr- 4 ’XS-y lyèdres égaux, sont semblables. 

c a 

nie. 

2» Si l’bomotlietic est inverse, 
c’est-à-dire que les i«tints a, b, 
c... soient sur les prolongements de OA, OR, OC...., on dé- 
montre comme ci-dessus la similitude des faces homo- 
logues des deux polyèdres; niais les angles polyèdres ho- 
mologues tels que A, a ont leurs arêtes homologues paral- 
lèles et dirigées en sens contraire, de sorte que l’angle a est 
égal au symétrique de A. Donc les polyèdres homothétiques 
inverses ARC...., abc.... ont les faces homologues semblables 
et les angles polyèdres homologues symétriques. 
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THÉORÈME IV. 

Deux polyèdres sont homothétiques lorsque les droites qui 
joignent les sommets du premier à un point |i sont parallèles 
et proportionnelles à celles qui joignent les sommets du second 
à un autre point p'. 

Démonstration analogue à celle du théorème V, chap. V, 
livre III. 

Scholie. — On appelle les points p, p' pôles conjugués des 
polyèdres homothétiques. Deux pôles conjugués sont en 
ligne droite avec le centre de similitude; ils se trouvent 
d’un même côté du centre de similitude ou de différents 
côtés, splon que l’homothétie est directe ou inverse. 

Corollaire. — Si on suppose le point p à l’intérieur du 
premier polyèdre, son conjugué p' sera aussi à l’intérieur 
du second et les deux polyèdres seront décomposés en un 
même nombre de pyramides homothétiques; donc deux 
polyèdres composés d'un même nombre de pyramides semblables 
et disposées dans le même ordre sont semblables. 

TIIÈORÈVfK V. 

Si deux polyèdres à centre sont homothétiques directs, ils sont 
aussi homothétiques inverses et réciproquement. 

Appliquer la démonstration du théorème VI, chap. V, 
livre III, à deux parallélipipèdes homothétiques. 

Scholie. — La distance des centres des polyèdres est di- 
visée harmoniquement par les deux centres d’homothétie 
directe et inverse. 

THÉORÈME VI. 

Deux polyèdres homothétiques à un troisième sont homothé- 
tiques entre eux. 

Démonstration analogue à celle du théorème VII, chap. V, 
livre III. 

JG 
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Scholie. — Trois polyèdres homothétiques étant donnés, 
parmi les trois systèmes qu’ils forment il n’y en a qu’un 
nombre impair dont l’homothétie soit directe. 

« 

THÉORÈME ¥11. 

Les centres de similitude de trois polyèdres, detuc à deux ho- 
mothétiques, sont en ligne droite. 

Démonstration analogue à celle du théorème VIII, chap.V, 
livre 111. 

Gorûllaire. — Si trois polyèdres à centres sont homothé- 
tiques, ils ont trois centres de similitude externes et trois 
centres de similitude internes. Donc ces polyèdres ont un 
axe d’homothétie directe passant par les trois centres ex- 
ternes et trois axes d’homothétie inverse sur chacun des- 
quels se trouvent deux centres internes et le centre externe 
correspondant au troisième centre interne. 



THEOREME Tll*. 



Les six centres de similitude de quatre polyèdres P, P', P", 
P'", deux à deux homothétiques, sont dans un même plan. 



o: 



Supposons que 0', O", 0"' soient les centres de similitude 
du polyèdre P et de chacun dés trois 
autres P', P", P"'; queO/, 0/" soient 
les centres de similitude du polyèdre 
P' et de chacun des deux autres I‘", 
P'”, et enfin que 0,"' soit celui des 
polyèdres P", P"'. L’axe d’homothétie 
des polyèdres P, P', P'' qui passe par 
les points (T, 0 V , 0/' et celui des polyèdres P, l w , l vy ' qui 
passe par les points 0', O"', 0,"' se rencontrent au point (J . 
L’axe d’homothétie des polyèdres P, P'', P"’, déterminé par 
les points 0", 0''', 0,'", est situé dans le plan des deux axes 
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OO", CK O"/. lien est de même de l’axe d’homothétie des po- 
lyèdres P', P", P"'; donc les quatre axes et, par suite, les 
six centres de similitude sont dans un même plan. 

Scholie. — Si les quatre polyèdres sont homothétiques 
directs, ils ont quatre axes d’homothétie directe situés dans 
le même plan qu’on appelle plan d'homothétie directe.— 
Lorsque, parmi les polyèdres donnés, trois seulement sont 
homothétiques directs, il y a un axe d’homothétie directe et 
trois axes d’homothétie inverse ; le plan qui les contient est 
«lit plan d'homothétie directe et inverse. Enfin lorsque deux 
polyèdres sont homothétiques inverses et que les deux au- 
tres le sont aussi, ces quatre polyèdres ont quatre axes 
d’homothétie inverse compris dans un même plan, nommé 
plan d’homothétie inverse. » 

Corollaire. — Si quatre polyèdres à céntres sont homothé- 
tiques, ils ont six centres d’homothétie directe, six centres 
d’homothétie inverse et, par conséquent, quatre axes d’ho- 
mothétie directe et douze axes d’homothétie inverse. 

Ces polyèdres ont un plan d’homothétie directe contenant 
les six centres externes; quatre plans d’homothétie directe 
et inverse dont chacun contient trois centres externes situés 
sur le même axe .d’homothétie et les trois centres internes 
correspondants aux trois autres centres externes; ils ont 
aussi trois plans d’homothétie inverse qui contiennent cha- 
cun deux centres externes non situés sur le même axe d’ho-.. 
inothétie et les quatre centres internes correspondant aux 
quatre autres centres externes. 



U THÉORÈME IX. 

• ; • *• > 

Deux pyramides semblables P, p sont entre elles comme les 

cubes de deux arêtes homologues A et a. m > .. 

Soient B, b les bases des deux pyramides P, p ej H, A leur#} 



Digitizèd by Google 



244 



LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

hauteurs; chacune des pyramides ayant pour mesure le 
tiers du produit de sa base par sa hauteur, on a 

PrpI’.BxH I bxh. 

Or les bases B, b sont semblables et les hauteurs propor- 
tionnelles à deux arêtes homologues ; donc 

b : 6 : : a* : a*, 

et h : a : : a : 

En multipliant ces deux proportions terme à terme, on 
trouve 

BxA : bxh :: A 1 ; « 9 , 

d’où il résulte que 

p : p : : A 3 : a\ 



Corollaire . — Deux polyèdres semblables Y, p sont entre eux 
comme les cubes de deux arêtes homologues A cl a. 

Je décompose les deux polyèdres en un même nombre de 
pyramides semblables et je désigne par V, V', Y 1 ...,, celles 

qui forment le polyèdre P, par v, v\ v" les pyramides 

correspondantes du polyèdre p. Les pyramides étant deux 
à deux semblables et les arêtes homologues des deux po- 
lyèdres, proportionnelles, on a 

V ; v ” A 9 ; à 3 , 

v' : v 1 : : a 9 : a\ • 

Y'iv":: a*:«v 



et, par conséquent, 



donc 

ou 



V_V'_V"__ A^ 

v v v n a 8 

V+V'+V , _ A 9 

e+c' + v" a 9 ’ 

p ; p : : A 9 : « 9 . 



Se h ou k. — L es surfaces de deux polyèdres semblables sont * 

enti’e elles comme les carrés des arêtes homologues. 
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Symétrie. 



1 — Si on trace par un point c une droite quelconque e 
qu’on prenne sur cette ligne deux 

a r a . points a, a' également éloignés de 

* c, on dit que les points a et a' sont 
symétriques par rapport au point c , 

appelé centre de symétrie. 

Deux figures sont symétriques par rapport à un centre, 
lorsque leurs points sont deux à deux symétriques par rap- 
port à ce centre. 



2 — Deux points a, a' sont symétriques 
par rapport g une droite xy, appelée axe de 
, symétrie, si la droite aa' qui les joint est 
perpendiculaire sur cet axe et divisée par 
lui en deux parties égales. 
y Deux figures sont symétriques par rapport 

à un axe , lorsque leurs points sont deux à 
deux symétriques par rapport à cet axe. 



3 — Deux points a, a' sont symétriques par rapport à un 
plan MN, nommé plan de symétrie, lorsque 
la droite aa 1 qui les joint est perpendiculaire 
sur ce plan et divisée par lui en deux parties 
égales. 

On dit que deux figures sont symétriques 
par rapport à un plan, lorsque leurs points 
sont deux à deux symétriques par rapport à ce plan. 

Les points symétriques, dans ces trois genres de symétrie, 
sont appelés homologues. 
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THÉORÈME I. 

Deux polyèdres symétriques par rapport à un centre ont les 
faces homologues égales et. les. angles polyèdres homologues, sy- 
métriques. 

En effet, deux polyèdres, symétriques par rapport à un 
centre, sont homothétiques inverses par rapport à ce point 
et le rapport de similitude est égal à l’unité; donc leurs 
faces homologues sont égales et leurs angles homologues 
symétriques. 

Corollaire I . — Deux polyèdres P, P ' sont égaux s’ils sont 
les symétriques d'un même polyèdre P v par rapport à deux 
centres différents. . 

Car les polyèdres; P, P' ont les faces égales et les angles 
polyèdres égaux chacun à chacun. 

Corollaire II .— Le plan déterminé par deux arêtes opposées 
BD', DB' d’un parallélipipède AA', divise 
ce polyèdre en deux prismes triangu- 
laires, symétriques par rapport au point 
0 d’ intersection de ses diagonales. 

Car ce point divise chacune des dia- 
gonales en deux parties égales. 

THÉORÈME II. 

Deux polyèdres P, P', symétriques par rap- 
port à un axe xy, sont égaux. 

En effet, supposons le polyèdre P lié in- 
variablement à l’axe xy et faisons-le tourner 
autour de cette droite; dans ce mouvement, 
les points A, B, C,..,. de la surface du po- 
lyèdre P décrivent des arcs semblables qui 
ont leurs centres sur l’axe et dont les plans 
sont perpendiculaires à cette droite. Lorsque 




A, il— 


J! 


’■* • .> 


0 

% 




y 



Diçjitized by Google 




247 



LIVRE VI, CH AP. V. 

le point A a parcouru une demi-circonférence et coïncide 
avec son symétrique A', les points B, C,.... se confondent 
aussi avec leurs symétriques B', C',.... et les deux polyèdres 
P, P' coïncident; donc ils sont égaux - 



THEOREME Ht. 



iir 

/ 



T" 



Deux polyèdres P, P' symétriques par rapport à un plan MN 
ont les faces homologues égales et les angles homologues symé- 
triques. 

En effet, tracez par un point quelconque 0 du plan MN 
une droite xy perpendiculaire à ce plan, 
/ u et faites tourner le polyèdre P' autour de 
- — t — 7 cette droite jusqu’à ce que chacun de 
7 , ses points ait décrit une. deini-circonfé- 
— L-A rente autour de xy. Je dis que, dans 
cette nouvelle position, le polyèdre P' est 
le symétrique de F* par rapport au 
point 0. Soient a, a 1 deux points homo- 
logues des polyèdres P, P'; b le milieu de la droite aa' et a'' 
la position quë prend le point a 1 dans le [il an aa'xy, après 
avoir décrit la demi-circonférence cal qui a son centre c, 
situé sur l’axe xy et dont le plan est perpendiculaire à cette 
droite. Les triangles oab, oca" ont un angle droit compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, donc les hypoté- 
nuses oa.oaT sont égales et l’angle bao est égal à coa' 1 . Or les 
angles bao, aox sont alternes internes par rapport aux droites 
parallèles aaf , xy, donc l’angle aox est égal à coa " et les deux 
droites oa, oa” sont le prolongement l’une de l’autre. Il ré- 
sulte de laque le point a" est le symétrique de a par rapport 
au centre o; donc les polyèdres P, P' sont symétriques par 
rapport au point o et leurs faces homologues sont égales} 
leurs angles homologues symétriques. 



Corollaire I. — Si trois polyèdres P, P', P" sont tels que 
P, P' soient symétriques par rapport à un plan et P, P" sy- 
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métriques par rapport à un point, les polyèdres P', P" sont 
égaux. 

s • ». 

Scholie. — La symétrie de deux polyèdres par rapport à un 
axe n’est relative qu’à leur position, puisqu’ils sont égaux ; 
mais la symétrie par rapport à un centre ou à un plan mo- 
ditie la forme des polyèdres en changeant l’ordre de leurs 
parties homologues. Nous allons étudier les propriétés rela- 
tives îl ces derniers polyèdres que nous appellerons sim- 
plement symétriques sans indication de centre et de plan de 
symétrie. 

l T n polyèdre n’a qu’un seul symétrique. 



THÉORÈME IV. 

Deux polyèdres P, P' symétriques peuvent être décomposés en 
un même nombre de pyramides symétriques. 

En effet, plaçons ces deux polyèdres de sorte qu’ils soient 
homothétiques inverses, prenons deux points homologues 
0, 0' à l’intérieur de chacun d’entre eux et joignons le 
point 0 à tous les sommets du polyèdre P, le point 0' à ceux 
du polyèdre P'; les deux polyèdres seront décomposés en 
un même nombre de pyramides homothétiques inverses et, 
par conséquent, symétriques, puisque le rapport d’homo- 
thétie est égal à l’unité. 

Corollaire. — Si on trace les diagonales homologues dans 
les faces homologues des deux polyèdres, ces polyèdres 
pourront être considérés comme étant composés d’un même 
nombre de tétraèdres symétriques ayant pour sommets les 
points homologues 0 et 0'. 

THÉORÈME V. 

Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

Prenons d’abord deux pyramides symétriques et plaçons 
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les de telle sorte que leurs bases coïncident et que leurs 
sommets S, S' soient de différents côtés 
du pian de la base commune ABCD. Les 
sommets étant deux points symétriques 
par rapport au plan ABC, les hauteurs 
SF, SF' des pyramides sont égales; donc 
ces pyramides sont équivalentes. 

Considérons, en second lieu, deux 
polyèdres symétriques quelconques et 
décomposons-les en un même nombre 
de pyramides symétriques. Les pyramides symétriquesétant 
équivalentes, les deux polyèdres sont aussi équivalents. 




FROBiÈME» A RÉMVIRE. 

1.— Les plans bissecteurs des angles dièdres d’un tétraèdre 
passent par le même point. 

2 — Les plans perpendiculaires au milieu des arêtes d’un 
tétraèdre passent par le même point. 

3 — Déterminer à l’intérieur d’un tétraèdre un point tel 
qu’en le joignant à tous les sommets, on décompose le 
tétraèdre en quatre pyramides triangulaires équivalentes. 

4 — Les droites qui joignent les sommets d’un tétraèdre au 
point de rencontre des médianes des faces opposées con- 
courent au même point. — Ce point est le centre de gravité 
du tétraèdre. 

5 — Couper un prisme triangulaire de telle sorte que la 
section soit un triangle équilatéral. 

6 — Par deux points donnés sur deux arêtes d’un prisme; 
triangulaire, mener un plan qui divise le prisme en deux 
parties équivalentes. 

f — La somme des distances des sommets d’un tétraèdre à 
un plan est égale à quatre fois la distance du centre de gra- 
vité du tétraèdre au même plan. 

S— La somme des carrés des distances d’un point quel- 
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conque aux sommet» d’un paralléjipipède est égale à 8 fois 
le carré de la distance de ce point au centre du parallélipi- 
pède, plus la somme des carrés des distances de ce centre 
aux sommets. 

9 — Le plan bissecteur d’un angle dièdre d’un tétraèdre 
ou de. son supplément divise l’arête opposée en segments 
proportionnels aux faces adjacentes. 

10 — Si parle sommet S du tétraèdre SABC on trace 

la droite SD formant des angles égaux 
avec les faces SAB, SAC, SAD et qu’on 
joigne les sommets A, B, C de la base an 
point D, dans lequel cette droite ren* 
contre ABC, les triangles DAB, DBC, DAC 
sont proportionnels aux faces SAB, SBC, 
SAC.- •' ' - 

11 — Diviser un tronc de pyramide à bases parallèles en 
deux parties proportionnelles à deux lignes données m et n, 

4 par un plan parallèle aux bases. 

12 — tiuelle serait la mesure d’une pyramide, d’un pa- 
rallélipipède, d’un prisme, si l’on prenait pour unité de 
volume le tétraèdre régulier dont le côté est égal à l’unité 
de longueur? 

13 — Les droites qui joignent les milieux des arêtes oppo- 
sées d’un tétraèdre concourent au même point. 

14 — Tout plan qui passe par les milieux de deux arêtes 
opposées d’un tétraèdre le divise en deux parties équiva- 
lentes. 

15 — Le tétraèdre qui a pour sommets les points de ren- 
contre des médianes des faces d’un tétraèdre donné est 
semblable à ce tétraèdre. — Quel est le rapport de leurs vo- 
lumes? 
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* . ' • \ 

DES SURFACES COURBES. 



CHAPITRE I. 



DA Plan tangent. 

* 



1 — Lorsqu’une ligne droite ou courbe se meut dans l’es- 
pace, le lien géométrique des positions qu’elle y occupe 
successivement est une surface ; aussi on donne à cette ligne 
le .nom de génératrice de la surface et celui de directrices . 
aux lignes qui dirigent le mouvement de la génératrice. 

Nous ne considérerons que des surfaces dont la généra- 
trice est de forme invariable. 

On distingue deux espèces de surfaces courbes : 1” les 
surfaces dont la génératrice est une ligne droite et qu’on 
appelle réglées: 2° celles qui ne peuvent être engendrées 
par une ligne droite et auxquelles on a conservé d’une ma- 
nière spéciale le nom de surfaces courbes. 



2 — Il faut remarquer parmi les surfaces réglées, 1° la 
surface conique; 2° la surface cylindrique. 

Une surface conique est engendrée par le mouvement 
d’une droite AB qui passe constamment 
par un point fixe A et s’appuie sur une 
directrice courbe BCD. 

Le point fixe A est le centre de la sur- 
face conique; il la divise en deux parties 
qu’on appelle les nappes de cette surface. 

Lorsqu’on coupe une surface conique A 
dont la directrice est une courbe fermée 
par un plan BCD qui rencontre toutes les génératrices sur 
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la même nappe, le corps compris entre la surface conique 
et le plan sécant est un cône. La section BCD est la base de ce 
cône, qui a pour sommet le centre de la surface et pour 
hauteur la distance de son sommet à sa base. 

On dit qu’un cône est circulaire lorsqu’il a pour base un 
cercle; un cône circulaire est droit, si la droite qui joint le 
sommet au centre de la base est perpendiculaire sur la base. 
Dans le cas contraire, le cône circulaire est oblique. 

Une surface cylindrique est engendrée par une droite AA' 
qui se meut parallèlement à une droite 
fixe MN, en s’appuyant constamment 
sur une directrice courbe ABC. 

La droite MN est la directrice droite de 
la surface cylindrique. 

* I» Lorsqu’on coupe une surface cylin- 

drique dont la directrice courbe est une 
ligne fermée par deux plans parallèles ABC, A'B'C' qui ren- 
contrent toutes les génératrices, le corps compris entre la 
surface cylindrique et les deux plans parallèles est un 
cylindre. 11 a pour bases les sections ABC, A'B'C et pour 
hauteur la distance de ses bases. 

Un cylindre est circulaire lorsqu’il a pour base un cercle. Le 
cylindre circulaire est droit ou oblique selon que la droite qui 
joint les centres des bases est perpendiculaire ou oblique aux 
plans des bases. 

On appelle section droite toute section faite dans un cylin- 
dre par un plan perpendiculaire aux génératrices. 





3 — Parmi les surfaces courbes proprement 
dites, on distingue la surface de révolution, qui 
est engendrée par une ligne quelconque ABC 
tournant autour d’une droite fixe xy à la- 
quelle elle est liée d’une manière invariable. 

On donne le nom d’axe de rotation b. la droite 
xy et celui de pôle à tout point P d’intersec- 
tion de la surface et de l’axe de rotation. Les 
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surfaces de révolution dont nous étudierons les propriétés 
sont : 1° la surface sphérique; 2° la surface conique de révolu- 
tion; 3® la surface cylindrique de révolution. 

La surface sphérique est engendrée par une demi-circon- 
férence AMB tournant autour de son diamètre 
AB ; on appelle sphère le corps terminé par 
cette surface. 

Tous les points de la surface sphérique 
étant également distants du centre C de la 
génératrice AMB, on donne au point C le 
nom de centre de la sphère. Les droites qui 
joignent le centre aux différents points de la 
surface sphérique sont des rayons égaux. 

Toute droite passant par le centre d’une sphère et termi- 
née aux deux points oii elle rencontre la surface est un- 
diamètre. Tous les diamètres sont égaux. 

La surface conique de révolution est engendrée par une 
droite qui rencontre l’axe de rotation et forme avec lui un 
angle constant. 

La surface cylindrique de révolution est engendrée par une 
droite parallèle à l’axe de rotation. 

THÉORÈME I. 

Le lieu des tangentes, menées par un point A d'une surface aux 
différentes courbes tracées par ce point sur lasurface, eslunplan. 

Je trace, parle point A, sur la surface, la génératrice 
BAC et deux lignes quelconques ADE, 
AFG. Pour démontrer que la droite 
AT", tangente à la courbe AFG, est 
située dans le plan des deux droites 
AT, AT' qui sont respectivement tan- 
gentes aux courbes BAC, ADE, je con- 
sidère la génératrice dans une autre 
position HDK. Soient D et F les points où elle rencontre les 
lignes ADE, AFG. Lorsque la génératrice passe de la position 
HDK à la position BAC, les points D et F viennent se confon- 
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dre avec A ; alors la sécante AF coïncide avec la tangente 
AT", la sécante AD avec la tangente AT' et la sécante DF 
avec la tangente AT. Or Jes droites AF, AD, DF 6ont constam- 
ment dans le même plan, donc les tangentes AT", AT', AT 
sont aussi dans un même plan. 

»*' t ' 'i *' 

Scholie 1. — Ce plan est dit tangent à la surface. Le point 
A, commun à la surface et au plan, est leur point de contact. 

La droite, menée par le point de contact perpendiculaire- 
ment au plan tangent, est normale à la surface. 

Scholie IL — Pour mener le plan tangent en un point 
d’une surface, tracez par ce point et sur la surface deux 
courbes quelconques, puis les tangentes à ces courbes, et 
conduisez un plan par ces deux droites. 

Corollaire \.-*-Le plan, tangent à une surface réglée, con- { 

tient la génératrice rectiligne qui passe par le point de contact. 

En effet, si la génératrice BAC est une ligne droite, le 
raisonnement précédent prouve que'les 
droites AF, AD, DF, étant situées dans le 
même plan, leurs positions limites, 
c’est-à-dire les droites AT", AT', AB, 
sont aussi dans un même plan. 

. Corollaire II. — Pour mener le plan tangent en un point 
d’une surface réglée, tracez par ce point et sur la surface 
une courbe quelconque, puis la tangente à cette courbe, et 
conduisez un plan par cette droite et la génératrice rectiligne 
du point donné. <*- 

. i 

THÉORÈME II. I 

Les sections ABC, A'B C', faites dans une surface conique 
quelconque S par deux plans parallèles, sont des courbes homo - 
* thétiques. 
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En effet, si on mène par le rentre S un plan WN, parallèle 




aux plans parallèles ABC, A'B'C', ces trois 
plans divisent les génératrices SA, SB, 
SC, etc., en parties proportionnelles et 
l’on a 

SA' SB^ SC' 

SA “SB “SG “ etc * 

donc les lignes ABC, A'B'C' sont homothé- 
tiques et leur centre de similitude est le 
point S. 



Corollaire 1.— L’homothétie est inverse, si le centre de la 
surface est situé entre les deux plans parallèles; elle est 
directe dans le cas contraire. 



Corollaire IL— Les deux sections ABC, A'B'C' étant ho- 
mothétiques, leurs tangentes BT, B'T' aux points homolo- 
gues B et B' sont parallèles. Donc le plan tangent en un point 
B d'une génératrice SB de la surface conique,, est langent en 
tout autre point B' de cette droite. 



* tiikohkimi: in. 

Les sections ABC, A'B'C', faites dans une surface cylindrique 
quelconque ABCA' par des plans parallèles, sont des courbes 
égales. 

En effet, par un point quelconque 0 du plan de la section 
ABC, tracez la droite 00' parallèle aux géné- 
ratrices, jusqu’à la rencontre du plan de 
l’autre section A'B'C'. Tout plan AA'OO' qui 
passe par la droite 00' et par une génératrice 
quelconque AA' de la surface cylindrique 
coupe les plans des deux sections suivant 
deux droites AO, A'O' parallèles et égales, car 
Il quadi ilatère AA'ÜC' est un parallélogramme. Superposez 
les plans ABC, A'B'C', en plaçant le point 0 sur 0' et le 
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point A sur A', les courbesABC, A'B'C' coïncideront, puis- 
que leurs rayons parallèles, tels que OB, O'B', sont égaux. 

^ Corollaire I. — Les taugentesBT, B'T' aux points homolo- 
gues B, B' des deux sections sont parallèles. Donc le plan * 
tangent en un point B d'une génératrice BB' de la surface cy- 
lindrique est langent en tout autre point B' de cette droite. 

Corollaire IL — Les buses d'un cylindre sont égales. 



THEOREME IV. 



Les sections faites dans une surface de révolution par des 
plans perpendiculaires à l'axe sont des circonférences de cercle, 
et l'axe est le lieu géométrique de leurs centres. 

Soient xy l’axe et AMB la génératrice d’une surface de ré- 
volution; d’un jKÛnt quelconque M de la 
ligne AMB je trace la droite MC perpendi- 
culaire sur l’axe» La génératrice AMB étant 
invariablement liée à l’axe xy, la droite 
MC dont la grandeur est constante dé- 
crit un plan perpendiculaire à xy et le 
point M trace dans ce plan une circonfé- 
rence de cercle dont le point C est le cen- 
tre. Donc toute section MNR faite par un plan perpendicu- 
laire à l’axe est une circonférence de cercle qui a son centre 
sur l’axe. 
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Scholie 1 . Les sections perpendiculaires à l’axe d’uue 
surface de révolution sont appelées les parallèles de la sur- 
face. 



On donne le nom de méridien à tout plan passant par 
Taxe et celui de ligne méridienne à l’intersection de la sur- 
face de révolution par le plan méridien. Toutes les lignes 
méridiennes sont égales. 
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Scholie II. — Lorsqu’on coupe une surface 
conique de révolution par un plan BC per- 
pendiculaire à l’axe xy, on a le cône circulaire 
droit qu’on peut regarder comme étant en- 
gendré par le triangle rectangle ABC tournant 
autour du côté AC de l’angle droit ACB. 
L’hypoténuse AB est Y apothème du cône. 

Si ou coupe une surface cylindrique de 
révolution par deux plans AD, BC perpendi- 
culaires à l’axe xy, on forme le cylindre cir- 
culaire droit qu’on peut concevoir comme 
étant engendré par le rectangle ABCD tour- 
nant autour de son côté CD. 

• 

THÉORÈME V. 

Toute section faite par un plan dans la sphère CA est un 
cercle. 

1° Si le plan sécant passe par le centre de la sphère, il 
rencontre sa surface en des points également éloignés du 
centre. Donc la section est un cercle ayant le même centre 
et le même rayon que la sphère. 

2° Soit DEF la section faite par un plan qui ne passe pas 
par le centre de la sphère CA; tracez le dia- 
mètre AB perpendiculaire sur le plan DEF de 
la section; tout plan ADB mené par cette 
droite rencontre la surface sphérique suivant 
un cercle dont le rayon est égal à celui de la 
sphère. En faisant tourner ce cercle autour du 
diamètre AB, il engendre la sphère; donc le 
diamètre AB est un axe et la section DEF un parallèle de 
cette surface de révolution. 

* « 

Schome I. — On appelle grand cercle toute section faite dans 
la sphère CA par un plan qui passe par le contre C; petit 

17 
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cercle toute section dont le plan ne passe pas par le centre 

de la sphère. 

Le centre G d’un petit cercle DEF et le centre C de la 
sphère sont sur une même droite AB perpendiculaire au 
plan du petit cercle. 

On donne le nom de zone à la portion de surface sphéri- 
que comprise entre deux cercles parallèles. La zone a pour 
bases les deux cercles et pour hauteur la perpendiculaire qui 
mesure la distance de ses bases. — Si l’un des cercles est nul, 
la zone n’a qu’une base. 

Scholie II. — Si on considère un cercle quelconque DEF 
comme étant un parallèle, le diamètre AB de la sphère, 
perpendiculaire snr le plan de ce cercle, est un axe de révo- 
lution et scs extrémités A et B sont deux pôles de la surface 
sphérique. 

On donne à la droite AD le nom d’are et à ses extrémités A 
et B le nom de pôles du cercle DEF ; de là il résulte que les 

cercles parallèles ont le même axe et les mêmes pôles. 

1 

• Corollaire I. — Par deux points de la surface d’une sphère 
on peut tracer une circonférence de grand cercle, 
m Car le plan qui passe, par les deux points donnés et le 
centre de la sphère la coupe suivant un grand cercle. 

Si les deux points de la surface et le centre ne sont pas 
en ligne droite, on ne peut tracer qu’une circonférence de 
grand cercle. Dans le cas contraire, on peut mener par les 
deux points une infinité de grands cercles ayant chacun 
pour diamètre la droite qui joint les deux points donnés. 

Dans les théorèmes suivants, nous ne considérerons que 
le plus petit des deux arcs de grand cercle qui joignent deux 
points donnés sur la sphère. 

* 

Corollaire IL — Tout grand cercle ABD divise la sphère AC 
et sa surface en deux parties égales. •. , 

Car si on fait tourner la zone inférieure ABDEN autour 
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du diamètre AD jusqu’à ce qu’elle soit 
au-dessus du plan ABD et que sa base 
ABDE coïncide avec la base ABDE de la 
zône ABDEM, ces zones devront coïncider, 
sinon la surface de la sphère aurait des 
points inégalement éloignés du centre C. 

Corollaire 111. — Deux grands cercles se divisent mutuelle- 
ment en deux parties égales. 

En effet, leur intersection, passant par le centre de la. 
sphère, est un diamètre commun aux deux cercles. 

TüÉOnÈlHE VT. 

1° Deux petits cercles égaux sont également distants du centre 
de la sphère. 2° De deux petits cerclas inégaux le plus grand est 
le plus rapproché du même centre. 

Car le plan qui passe par le centre C de la sphère et par 
les centres F, G des deux petits cercles, ren- 
contre la sphère suivant un grand cercle 
ABED et les deux petits cercles suivant 
leurs diamètres AB, DE ; donc 1® les dis- 
tances CF, CG sont égales si la corde DE est 
égale à AB ; 2° la droite CG est moindre que. 

CF lorsque la corde DE est plus grande que AB. 

• - ** 

THÉORÈME rn. 

Le plan tangent à une surface de révolution est perpendicu- 
laire au méridien qui passe par le point de contact. 

Soit xy l’axe d’une surface de révolution ; tracez par un 
point A de cette surface le parallèle AB, 
le méridien ACD et leurs tangentes respec- 
tives AT, AT'. Le parallèle AB étant perpen- 
diculaire sur l’axe et par suite sur le méri- 
dien ACD, sa tangente AT est perpendicu- 
laire sur le plan BAC; donc le plan tangent 
TAT' et le méridien ACD sont perpendicu- 
laires l’un sur l’autre. 
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Corollaire I. — La normale à une surface de révolution 
rencontre l’axe de cette surface. 

Corollaire 11. — Tout plan TAT' tangent à une sphère est 
perpendiculaire sur le rayon CA du point de contact A. 

En effet, si on trace par le point A les droites AT, A r I' tan- 
gentes à deux grands cercles quelconques 
ADB, AEB passant par le diamètre AB, 
le rayon CA, perpendiculaire sur cha- 
cune de ces tangentes, est aussi perpen- 
diculaire sur le plan langent TAT'. 

Corollaire 111. — Par un .point N inté- 
rieur ou extérieur à la sphère CA, on peut tracer deux 
normales NA, NB, dont les directions coïncident, parce 
qu’elles passent par le centre C de la sphère. 

THÉORKU»: ¥111. 

Tous les points de la circonférence ABC d'un parallèle d'une 
surface de révolution PABC sont également éloignés d'un pôle 
quelconque P de cette surface. . 

En effet, si on trace du centre O de la circonférence ABC 
les rayons OA, OB, OC, etc., et qu’on joi- 
gne le pôle P aux i>oinls A, B, C, etc., 
les droites PA, PB, PC, etc., obliques au 
plan ABC, sont égales parce qu’elles s’é- 
cartent également de la droite PO perpen- 
diculaire sur le même plan. Donc le pôle 
P est également distant des points de la 
circonférence du parallèle ABC. 

ScuoLie 1. — Les arcs PA, PB, PC, etc., des lignes méri- 
diennes passant par les points A, B, C, etc., sont égaux, 
d’après le mode de génération île la surface. 

Scholie. — S i lasurfacc de révolution est sphérique et que 
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le parallèle ABC soit un grand cercle, 
les arcs PA, PB, etc., sont des quarts de 
circonférence ou des quadrants, puisque 
les angles au centre POA, POB, etc., sont 
droits. 



La propriété dont jouit lé pôle d’un cercle d’être égale- 
ment éloigné des points de la circonférence de ce cercle 
permet de tracer les arcs de cercle snr une sphère comme 
sur un plan. On prend pour la distance des pointes du 
compas la droite qui joint le pôle à un point de la circonfé- 
rence qu’on veut décrire; dans le cas d’une circonférence 
de grand cercle cette droite est égale à la corde d’un qua- 
drant, c’est-à-dire au côté du carré inscrit dans ce cercle. 

Des deux pôles d'un petit cercle, nous ne considérerons 
désormais que celui (pii est situé sur le même hémisphère 
que ce cercle, et nous appellerons distance polaire d’un cerel 
l’arc de grand cercle mené de son pôle à un point quelcon- 
que de sa circonférence 
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Du Triangle sphérique. 



f. — On appelle angle de deux arcs de grands cercles l’angle 
dièdre formé par leurs plans. Cet angle a pour côtés les 
arcs de grands cercles et pour sommet leur point d’inter- 
section. 

2 — Un polygone sphérique est une portion de la surface 
de la sphère, comprise entre plusieurs arcs de grands 
cercles. 

Ces arcs de grands cercles sont les côtés du polygone ; les 
angles qu’ils forment et les sommets de ces angles sont les 
angles et les sommets du polygone sphérique. 

Le polygone sphérique qui a trois côtés est le triangle 
sphérique. 

3 — On dit qu’un polygone sphérique est convexe, lors- 
qu’il est situé d’un même côté de chacune des circonfé- 
rences de grands cercles qui le forment Dans le cas 
contraire, il est concave. 

Le périmètre d’un polygone sphérique convexe ne peut 
être rencontré en plus de deux points par un arc de grand 
cercle. (Démonstration analogue à celle qu’on a faite pour 
le polygone rectiligne convexe. Liv. I , chap. VI.) 

4 — Les plans des arcs de grands cercles qui forment un 
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polygone sphérique ABCD déterminent an 
centre O de la sphère un angle polyèdre 
OABCD dont les angles dièdres sont les 
angles mêmes du polygone et dont les faces 
AOB, BOC, etc., ont pour mesures les côtés 
correspondants AB, BC, etc., de ABCD. 

Si on prolonge les arêtes de l’angle polyèdre OABCD au- 
delà du sommet O, l’angle polyèdre symétrique OA'B'C'D' 
intercepte sur la surface de la sphère un polygone A B'C'D' 
dont les angles et les côtés sont égaux à ceux du polygone 
ABCD ; mais la disposition des parties égales étant inverse 
dans les deux polygones, comme dans les deux angles po- 
lyèdres symétriques, ces polygones ne sont pas superposa- 
bles; on dit aussi qu’ils sont symétriques . 




5 — Soit OABC un angle trièdre dont le sommet O est 
situé au «entre de la sphère OA; si 
d’un point quelconque M, pris à 
l’intérieur de cet angle, on trace les 
droites MA', MB', MC', respective- 
ment perpendiculaires aux faces 
BOC, COA, AOB et qu’on mène pa- 
rallèlement à ces droites, dans le même sens, les rayons 
Oo, 06, Oc, les angles trièdres Oa&c, MA'B'C' sont égaux et 
les angles trièdres Oabc, OABC, supplémentaires. 

Les triangles ABC, abc, interceptés sur la surface de la 
sphère par les angles trièdres OABC, Oabc, sont aussi sup- 
plémentaires, c’est-à-dire que les angles de l’un sont les 
suppléments des côtés de l’autre, puisque les côtés de 
chaque triangle mesurent les faces de l’angle trièdre cor- 
respondant. 

Les triangles ABC, abc jouissent aussi de cette propriété 
que les sommets de l’un sont les pôles des côtés de l’autre. 
En effet, la droite Oa étant perpendiculaire sur le plan 
BOC, le point a est un pôle de l’arc de grand cercle BC et 
des deux pôles de BC c’est celui qui ne se trouve pas du 
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même côté de l’arc BC que le sommet A du triangle ABC, 
car les rayons Oa, OA sont de différents côtés du plan BOC. 
11 en est de même des deux autres sommets b et c du trian- 
gle abc par rapport aux côtés AC, AB du triangle ABC. 

On prouverait pareillement que les sommets A, B, C du 
triangle ABC sont les pôles des côtés de abc. Pour cette rai- 
son on a donné aux triangles supplémentaires ABC, abc le 
nom de triangles polaires. 



THÉORÈME I. 

L'angle BAD de deux arcs de grands cercles AB, AD a pour 
mesure l'arc de grand cercle BD, tracé de son sommet A comme 
pôle entre les côtés. 

Le point A étant le pôle de l’arc de grand cercle BD, chacun 
des arcs AB, AD est un quadrant et les an- 
gles au centre AOB, AOI) sont droits. Donc 
l’angle BOD est le rectiligne de l’angle 
dièdre BACD et l’arc BD qui mesure l’an- 
gle rectiligne BOD, mesure aussi l’angle 
BAD, formé par les deux arcs de grands 
cercles AB, AD. 

Corollaire 1 . — Si on prend sur la circonférence BD et 
dans le même sens chacun des arcs BP, DP', égal à un qua- 
drant, le point P est un pôle de l’arc AB', le point P' un 
pôle de l’arc AD et l’arc de grand cercle PP' est égal à BD. 
Donc Y angle BAD a pour mesure l’arc de grand cercle qui joint 
les pôles P et P' de ses côtés. 

Corollaire II. — Le lieu des pôles des grands cercles qui 
forment avec le grand cercle BAC un angle égal à BAD est 
la circonférence décrite du point P comme pôle avec la 
distance polaire PP'. 

Le lieu des axes des mêmes cercles est la surface conique 

R 

t 



A. 
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rte révolution dont le point O est le centre, OP l’axe et OP' 
Time des génératrices. 

Corollaire 111. — Si on prolonge les arcs BA, DA au delà de 
leur point d’intersection A, les angles BAD, EAF, opposés 
au sommet sont égaux et les angles adjacents BAD, DAE 
sont supplémentaires. 



THÉORÈME II. 

Chaque côté d'un polygone sphérique convexe ABCDE est 
moindre que la moitié de la circonférence d'un grand cercle. 
Car, si on supposait un côté quelconque AE de ce poly- 
gone plus grand qu’une demi-circonfé- 
rence de grand cercle, l’arc AB pro- 
longé rencontrerait AE en un second 
point F situé entre les points A et E, de 
sorte que le polygone sphérique ne se- 
rait pas toul entier d’un même côté de la 
circonférence AB; ce qui contredit l’hy- 
pothèse. Donc, etc. 

Scholie I. — La réciproque est fausse 

Scholie II. — Nous ne considérerons que des polygones 
sphériques convexes; par conséquent chacun de leurs côtés 
sera moindre qu’une demi-circonférence de grand cercle. 



a 



\T / 
~~ ü 




THÉORÈME III. 

1° Chaque côté d’un triangle sphérique ABC est moindre que 
la somme des deux autres. 

2° La somme des trois côtés est moindre que la circonférence 
d’un grand cercle. 

En effet, si on joint le centre 0 de la sphère aux trois 
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sommets du triangle, on forme l’angle 
trièdre OABG dont les faces sont mesurées 
: / par les côtés correspondants du triangle 

\y ABC ; or l’angle AOB est moindre que la 

somme des deux angles BOC, COA, donc 
l’arc AB est aussi moindre que la somme des arcs BC, CA. 

En second lieu, la somme des trois angles AOB, BOC, COA 
est moindre que 4 dr., donc le périmètre du triangle ABC 
est moindre que la circonférence d’un grand cercle. 



Corollaire. — La même démonstration, appliquée à un 
polygone convexe, prouve 1* que chaque côté est moindre 
que la somme des autres côtés ; 2“ que le périmètre du po- 
lygone est moindre que la circonférence d’un grand cercle. 



THÉORÈME IV. 

1° Chaque angle d' un triangle sphérique ABC est plus grand 
que V excès de la somme des deux autres sur deux angles 
droits. 

2' La somme des trois angles de ce triangle est plus grande 
que deux angles droits et moindre que six. 

En effet, chaque angle dièdre de l’angle trièdre OABC 
qu’on forme enjoignant le centre de la 
sphère aux sommets du triangle ABC est 
\^B| / plus grand que l’excès de la somme des 
\J/ deux autres dièdres sur deux dièdres 

o droits, et la somme des trois angles diè- 

dres est plus grande que deux dièdres droits, mais moindre 
que six. 



Scholie. — Un triangle sphérique est rectangle lorsqu’il a 
un angle droit et l’on appelle hypoténuse le côté opposé à 
l’angle droit. • * « 

On donne le nom de hirectangle , de trirectangle à un 
triangle qui a deux ou trois angles droits . 
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THÉORÈME ▼. 

♦* 

Si un triangle sphérique ABC a deux angles égaux B et C, les 
côtés AC, AB opposés à ces angles, sont égaux. 

Car, en joignant les sommets du triangle ABC au centre O 
de la sphère, on forme un angle trièdre 
OABC dans lequel les angles dièdres OC, 
ÔB sont égaux; donc les faces AOC, AOB 
opposées à ces angles sont égales et les 
arcs AC, AB sont égaux. 

Schome. — U n triangle équianglè est équilatéral. 

THÉORÈME TI. 

Si le triangle sphérique ABC a deux angles inégaux B et C, 
le côté AB, opposé au plus grand angle B, est plus grand que le 
côté AC, opposé à l'autre angle. 

Eu effet, si on joint les sommets du triangle ABC au centre 
O de la sphère, on forme un angle trièdre 
OABC dans lequel l’angle dièdre OC est 
plus grand que l’angle dièdre OB ; donc la 
face AOB est plus grande que la face AOC 
et l’arc AB plus grand que AC. 

Scholie. — Les réciproques des deux théorèmes précédents 
sont évidentes. 

THÉORÈME VII. 

Deux triangles ABC, A'B'G', tracés sur la même sphère ou sur 
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, lorsqu’ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 
Soient l’angle A égal à A', le côté AB égal à A' B' et le 

côté AC égal à A'C' ; suppo- 
sons d’abord les parties éga- 
les des deux triangles dispo- 
sées dans le môme 'ordre, 
et joignons le centre O de la 
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splière OA aux sommets du triangle ABG, le centre O' de la 
sphère O'A' aux sommets du triangle A'B'C'. Les deux an- 
gles trièdres OABC, O’A'B'C' sont égaux parce qu’ils ont un 
angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune 
à chacune et disposées dans le même ordre; de plus, les 
rayons O'A', OA des deux Sphères sont égaux par hypothèse; 
par conséquent, si nous superposons les angles trièdres 
OABC, O' A'B'C', le sommet A' coïncidera avec A, le som- 
met B' avec B et le sommet Q avec C. Donc les triangles 
ABC, A'B'C' sont égaux. 

Si la disposition des parties égales n’est pas la même dans 
les triangles ABC, A'B'C', on démontre, par un raisonnement 
analogue au précédent, que le triangle A'B'C' est égal au 
symétrique de ABC. 

THÉORÈME VIII. 

Deux triangles, tracés sur la même sphère ou sur des sphères 
égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Démonstration analogue à la précédente. 

THÉORÈME IX. 

Deux triangles, tracés sur la même sphère ou sur des sphères 
égales, sont égaux ou symétriques, s’ils ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun. 

Démonstration analogue à la précédente. 

• 

THÉORÈME X. 

Deux triangles, tracés sur la même sphère ou sur des sphères 
égales, sont égaux ou symétriques, s’ils ont trois angles égaux 
chacun à chacun. 

Démonstration semblable à la précédente. 

Corollaire I. — Si on appelle, comme dans la géométrie 
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plane, triangles sphériqpies semblables ceux qui sont équi- 
angles et dont les côtés, adjacents aux angles égaux, sont 
proportionnels, la proposition précédente démontre que 
deux triangles semblables ne peuvent appartenir à la même 
sphère sans être égaux. 



Corollaire II. — Si un angle trièdreOABC a son sommet 
c , au centre 0 de deux sphères concentri- 



ques OA, OA', il intercepte sur leurs sur- 
faces deux triangles ABC, A'B'C' qui sont 
semblables. 

En effet, ces triangles sont évidemment 
équiangles; de plus, leurs côtés AC, A'C' 




sont des arcs semblables, proportionnels aux rayons OA, 
O'A' ; il en est de même des côtés BC, B'C' et des côtés AB, 
A B' ; donc on a 



A'C' B'C' A'B' 

AC “ BC ~ AÏÏ’ 



T 



et les triangles A'B'C', ABC sont semblables. 



THÉORÈME XI. 

Si deux triangles sphériques ont un anyle inégal compris 
entre deux côtés égaux, le côté opposé au plus grand des deux 
angles est plus grand que le côté opposé à l'autre angle. 

Démonstration analogue à celle du théorème VI, chap.'V, 
livre I. 



Corollaire. — Si deux triangles ont un côté inégal et les 
deux autres égaux chacun à chacun, l’angle opposé au plus 
grand côté est plus grand que l’angle ojqvosé a l’autre côté. 
C’est une conséquence des théorèmes IX et XI. 
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CHAPITRE III. 

Intersection et contact de deux Cercles d'une 
Sphère. —De la plus cenrte distance de deux 
Points de la Sphère. 



1. — Si, d’un point A de la surface d’une sphère, on trace le 
grand cercle BAB' perpendiculaire sur le 
cercle BCD, chacun des arcs AB, AB' est 
perpendiculaire sur la circonférence BCD, 
de sorte que, par un point d’une sphère, 
on peut mener deux arcs perpendiculai- 
res sur la même circonférence. 

Ces deux arcs ne sont égaux que lorsque le point donné A 
coïncide avec le pôle du cercle BCD et alors tous les arcs de 
grands cercles qui passent par ce point sont perpendicu- 
laires sur la circonférence BCD. 

2 — Deux circonférences de cercle tracées sur la même 
sphère sont sécantes, lorsqu’elles ont deux points communs. 
Au contraire, elles sont tangentes en un point, lorsqu’elles 
ont la picme tangente. 

Les pôles P, P' de deux circonférences tangentes CA, C'A 
et le point de contact A sont sur un arc 
de grand cercle dont le plan est perpen- 
diculaire à la tangente commune AT. 
Car, les rayons CA, C'A étant perpendi- 
culaires à AT, le plan CAC' qui passe 
par les deux pôles P, P' est aussi per* 
pendiculaire à la tangente commune. 
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» et 

THÉORÈME I. 



Si d’un point A de la mrface d'une sphère, on trace les arcs 
de grands cercles AB, AR' perpendiculaires et un arc de grand 
cercle AG oblique sur la circonférence BCD, l’arc AC est plus 
grand que AB et moindre que AB'. 

En joignant le pôle P du cercle BCD au pointe par un arc 
de grand cercle, on forme un triangle sphé- 
rique PAC dans lequel on a 

PC ou PA + AB < PA -f AC, 

B ^ et, par conséquent, 

AB<AC. 

Le meme triangle sphérique donne aussi 
AC<AP + PC, 

ou ÀC<AB / . 




Scholie. — AB est le plus petit et AB' le plus grand des arcs 
de grands cercles qu’on puisse tracer du point A sur la cir- 
conférence BCD. 



THEOREME II. 



Si d’un point A pris sur la surface d’une sphère, on mène les 
arcs de grands cercles perpendiculaires et différents arcs de 
grands cercles obliques sur une circonférence, 

1“ Deux arcs obliques également éloignés d'un arc perpendi- 
culaire sont égaux; 

2° De deux arcs obliques, inégalement éloignés du plus petit 
arc perpendiculaire, le plus éloigné est le plus grand. 

1° Soit AB le plus petit arc de grand cercle, tracé par le 
point A perpendiculairement au cercle BCE; prenons à par- 
tir de B deux arcs égaux AC, BD et traçons les arcs de grands 
cercles AC, AD. Pour démontrer l’égalité de ces arcs, joi- 
gnons les points C et D au pôle P du cercle BCE par des arcs 
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de grands cercles; les deux triangles sphériques PAC, PAD 
ont le côté PA commun, le côté PC égal à PD 
par hypothèse, et l’angle APC égal à APD 
parce que le plan P AB, perpendiculaire au 
milieu de l’arc CD, divise l’angle CPD en deux 
parties égales; donc les triangles PAC, PAD 
ont toutes leurs parties égales chacune à cha- 
cune, et l’oblique AC est égale à l’oblique AD. 




2° Si l’arc BE est plus grand que BC, l’arc de grand cercle 
AE est plus grand que AC. En effet, les deux triangles sphé- 
riques PAE, PAC ont le côté AP commun, le côté PE égal à 
PC et l’angle APE plus grand que APC ; donc l’arc AE est 
plus grand que l’arc AC. 



Scholie. — Par un point d’une sphère, on ne peut tracer 
sur une circonférence que deux arcs de grands cercles obli- 
ques et égaux. 



THÉORÈME III. , 

Deux circonférences tracées sur la même sphère sont exté- 
rieures l'une à l’autre lorsque l’arc de grand cercle qui joint 
leurs pôles est plus grand que la somme de leurs distances po- 
laires. 

Soient P le pôle et PA la distance polaire de l’un des 
^ — - cercles ; prenez sur le prolongement 

( . ^ \ # de PA l’arc AB égal à l’excès de l’arc 

p 7 a b ~ ’’ de grand cercle qui joint'les pôles des 
deux cercles sur la somme de leurs 
distances polaires; prenez ensuite l’arc RP' égal à la distance 
polaire du second cercle ; le point P' sera le pôle de ce cercle. 
Or l’arc P'B est moindre que FA‘, le plus petit des deux arcs 
menés par F perpendiculairement à la circonférence PA. 
Donc la circonférence P'B a tous ses points extérieurs à la 
circonférence PA. 
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Scholie. — La démonstration de ce théorème est identique 
à celle du théorème III, chap. III, liv. IL 

THÉORÈME IT. 

Deux circonférences tracées sur la même sphère sont tan- 
gentes extérieurement, si l’arc de grand cercle qui joint leurs 
pôles est égal à la somme de leurs distances polaires. 

Démonstration analogue à celle du théorème IV, chap. III, 
livre II. «i 

THÉORÈME T. 

Deux circonférences tracées sw la même sphère sont sécantes , 
lorsque, l’arc de grand cercle qui joint leurs pôles est moindre 
que la somme de leurs distances polaires et plus grand que leur 
différence. 

Démonstration analogue à celle du théorème V, chap. III, 
livre IL 

THÉORÈME TI. 

Deux circonférences tracées sur la même sphère sont tangentes 
intérieurement, lorsque l'arc de grand cercle qui joint leurs 
pôles est égal à la différence, de leurs distances polaires. 

Démonstration analogue à celle du théorème VI, chap. 111, 
livre IL 

THÉORÈME TH. 

Deux circonférences tracées sur la même sphère sont inté- 
rieures l’une à l'autre , lorsque l’arc de grand cercle qui joint 
leurs pôle s est moindre que la différence de leurs distances po- 
laires. 

Démonstration analogue à celle du théorème VU, chap. 111, 
livra II. 

THÉORÈME VIII. 

La ligne la plus courte qui , sur la sphère , joint le pôle P 
d'une circonférence BAC à un point quelconque de cette courbe 
est constante. 

18 
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Donc l’arc de grand cercle AB est la ligne la plus courte 
qu’on puisse tracer sur la sphère du point A au point B. 

En second lieu, si les deux points A et B sont les extrémités 
d’un diamètre de la sphère, les deux circonférences AC, BC 
coïncident dans toute leur étendue, de sorte que la plus 
courte distance des deux points A et B estJ’une des demi- 
circonférences de grands cercles qui joignent les deux points 
A et B. 
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Distance d’un Point à une Sphère.— Intersection 
et contact de deux Sphères. 



1 — Si, par un point A extérieur ou intérieur à une sphère 
BO, on trace les normales AB, AB' et diffé- 
rentes droites AC, AD,.... jusqu’à la ren- 
contre de la surface sphérique, les droites 
AC, AD,... sont obliques à cette surface et l’on 
dit que deux obliques s’écartent également 
ou inégalement d’une normale AB, lorsque 
les arcs de grands cercles BC, BD,..., tracés 
du pied de la normale aux extrémités des 
obliques, sont égaux ou inégaux. 

4 — Deux surfaces quelconques sont tangentes en un 
point, lorsqu’on ce point elles ont le même plan langent. 







THEOREME I. 

Si d'un point A un trace les deux normales et une oblique 
quelconque AE à une sphère, l’oblique est plus grande que l'une 
des normales et moindre que l'autre. 

En effet, le plan passant par l’oblique AE 
et la normale AB', rencontre la sphère sui- 
vaut un grand cercle CB. Or les-droiles AB, 
AB' sont normales et la droite AE oblique 
à ce cercle; donc AE est plus grande que 
la normale minium AB et moindre que la 
normale maxima AB'. 
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Scholie. — La normale AB est la plus courte distance et la 
normale AB' la plus grande distance du point A à la surface 
de la sphère. 

THKMÈNF, II. 

Si du point A on trace le s normales et différentes obliques à 
une sphère OB, 

1° Deux obliques également éloignées de la normale minima 
sont égales ; 

2“ De deux obliques inégalement éloignées de la normale mi * 
ni ma, la plus grande est la plus éloignée. 

1* Tracez la normale minima AB, et prenez deux arcs de 
grands cercles BC, BD égaux entre eux; 
je dis que les obliques AC, Al) sont éga- 
ies. E 11 effet, si on fait tourner le plan 
ADB' autour de la droite AD' jusqu’à ce 
qu’il coïncide avec le plan ACB', la cir- 
conférence BDB' s’applique sur BCB'et les 
deux obliques AD, AC, coïncident à cause 
de l’égalité des arcs BD. BC. 

2° Si l’arc BE est plus grand que BC, l’oblique AE est 
plus grande que AC. En effet, prenez sur BE l’arc BD égal 
à BC et tracez l’oblique AE qui est égale à AC; des deux 
obliques AD, AE au même cercle BE,la plus grande est AE; 
donc, etc. 

Corollaire. — Le lien des pieds des obliques égales à AD 
tracées du point A à la sphère BO est la circonférence de 
cercle décrite du pied de la normale AB comme pôle avec la 
distance polaire BD. 

Les obliques égales AD, AE,... sont situées sur une sur- 
face conique de révolution dont le centre est le point A ; la 
circonférence CDF est l’une des lignes d’intersection de cette 
surface conique et de la sphère. On démontrera plus loin 
que la sphère est encore rencontrée par la surface conique 
suivant une autre circonférence de cercle. 
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THtiORT.KF. III. 

Deux sphères sont extérieures l'une à l'autre, lorsque la dis- 
tance de leurs centres est plus grande que la somme de leurs 
rayons. 

Démonstration analogue à colle du théorème III, chap. III, 
livre II. 

THÉORÈME IV. 

Deux spkères sont tangentes extérieurement, si la distance de 
leurs centres est égale à la somme de leurs rayons. 

Démonstration analogue à celle du théorème IV, chap. III, 
livre II. 

THÉORÈME V. 



Deux sphères se rencontrent suivant une circonférence de 
cercle, lorsque la distance de leurs centres est moindre que la 
somme de leurs rayons et plus grande que la différence des 
mêmes rayons. 

Soient A et B les centres dés deux sphères; menez par la 
droite AB un plan quelconque qui rencon- 
trera la sphère A suivant le grand cercle AM 
et la sphère B suivant le grand cercle BN. 
Ces deux cercles se coupent aux points C et 
D, puisque la distance de leurs centres est 
moindre que la somme de leurs rayons et 
plus grande que la différence des mêmes 
rayons ; donc, si on considère les sphères comme étant en- 
gendrées par la révolution des cercles AM, BN autour de 
l’axe AB, le point C d’intersection de ces cercles décrit un 
parallèle commun aux deux surfaces sphériques et les 
sphères se coupent suivant ce parallèle. 




Scholie. — Les centres des sphères et le centre de la cir- 
conférence CE, suivant laquelle elles se rencontrent, sont 
situés sur une même droite perpendiculaire au plan dë la 
circonférence. 
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Deux sphères sont tangentes intérieurement, lorsque la dis- 
tance de leurs centres est moindre que la différence de leurs 
rayons. 

Démonstration analogue à celle du théorème VI, chap.III, 
livre IL 



THÉORÈME VII. 

Deux sphères sont intérieures l'une à F autre, lorsque la dis- 
tance de leurs centres est moindre que la différence de leurs 
rayons. 

Démonstration analogue à celle du théorème VII, chap. III, 
livre n. 

THÉORÈME VIII. 

1° Les tangentes à lasphère OB, tracées par le même point A, 
sont égales. 

2* Le lieu de ces droites est une surface conique de révolu- 
tion, tangente à la sphère. 

1° Soient AB, AC deux tangentes à la sphère OB; joignez 
v leurs points de contact B et C au centre O. 

Les deux triangles rectangles ABO, ACO 
sont égaux, parce qu’ils ont l’hypoténuse 
AO commune et les deux côtés BO, CO 
égaux; donc la tangente AB est égale à AC. 

2° De l’égalité des triangles ABO, ACO 11 
résulte aussi que l’angle BAO est égal à CAO; 
donc les tangentes, issues d’un même point, font des angles 
égaux avec le diamètre AO de la sphère, passant par le point 
donné A; par conséquent le lieu de ces droites est une surface 
conique de révolution qui touche la surface de la sphère en 
chacun des points du parallèle BGD, commun à ces deux * 
surfaces. 

Scuoue. — On dit que la surface conique ABCD est cir- 
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consente à la sphère, et réciproquement que la sphère est 
inscrite dans la surface conique. 

THÉORÈME IX. 

Le lieu des tangentes à la sphère, parallèles à une droite 
donnée xy, est une surface cylindrique de révolution, tangente 
ù la sphère. 

En effet, si on mène par le centre O de la sphère le plan 
x ABC perpendiculaire sur xy et qu’on trace par 

, ...i-i i les points de la circonférence du grand cercle 

' O ! ABC des parallèles à xy, chacune de ces droi- 
; 1 tes est perpendiculaire au rayon correspon- 
dant et, par suite, tangente à la sphère; donc 
le lieu de ces tangentes qui sont parallèles 
au diamètre xy, est une surface cylindrique 
de révolution, aussi tangente à la sphère. 

Scholie. — La surface cylindrique est dite 
circonscrite à la sphère qui, réciproquement, est inscrite 
dans la surface cylindrique. 

THÉORÈME X. 

Si l’intersection d’une sphère ABCD et d’un cône SCD est 
composée de deux courbes distinctes AMB, CND et que l'une de 
ces lignes soit une circonférence de cercle, l’autre est aussi une 
circonférence. 

En effet, si la base CND du cône est un cercle, je dis que 
la seconde courbe d’intersection AMB est 
aussi un cercle. Soient SN une généra- 
trice du cône et M le point dans lequel 
cette droite rencontre la courbe AMB ; je 
trace SE perpendiculaire sur le plan de 
la base CND, je joins le point E au point 
N et je mène MF perpendiculaire sur SN 
dans le plan SEN, jusqu’à la rencontre de 
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la droite SE; le quadrilatère SFS1N dont les angles opposés 
M et N sont droits, est inscriptible et l’on a : 
SFxSE=SNxSM. 

En traçant par le sommet du cône la droite SG tangente à 
la sphère et menant un plan par les deux droites SG, SN, on 
a aussi, dans le cercle MGN, * < 

SNxSM=SG*, 

et, par conséquent, 

SFXSE=SG*. 

Donc la droite SF a une longueur constante pour tous les 
[HÙnts de la courbe AMB; or, l’angle SMF étant droit, chacun 
des points de AMB appartient à la sphère décrite sur la 
droite SF connue diamètre; donc la courbe AMB est l’inter- 
section de deux sphères, c’est-à-dire une circonférence de 
cercle. 

Corollaire. — Si le sommet S du cône s’éloigne indéfini- 
ment de la l»ase CND suppqsée fixe, en glissant le long d’une 
génératrice telle que BD, ce cône se transforme en un cy- 
lindre ayant C?JD pour base et BD pour génératrice. Donc si 
l’intersection d’une sphère et d'un cylindre est composée de deux 
courbes distinctes et que l’une soit une circonférence de cercle, 
l’autre est aussi une circonférence. > , 

Scbolie. — L’une des deux courbes d’intersection est ap- 
pelée courbe d’entrée du cône ou du cylindre, l’autre courbe 
de sortie 
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Problèmes sur le» Cercles de la Sphère. 




Problème 1 .— Déterminer la longueur du rayon d’une sphère. 
Prenez deux pointe quelconques M et N sur la sphère; de 
chacun d’eux comme pôle, avec une dis- 
tance polaire plus grande que la moitié de 
l’arc de grand cercle qui joint M à N, tra- 
cez deux arcs qui se rencontrent en un 
point A également éloigné de M et N. 
Déterminez de môme deux autres points B et C également 
éloignés deM et N; le plan qui passé pai* les trois pointe A, 
B, C est perpendiculaire au milieu de la droite MN - ; donc la 
section qu’il fait dans la sphère est un grand cercle. 

Mesurez les distances rectilignes AB, BC, AC et construisez 
un triangle avec ces trois droites ; te rayon du cercle cir- 
conscrit à ce triangle est égal au rayon de la sphère. 



Problème il. — Tracer une circonférence de grand cercle par 
deux points A et B de la surface d'une sphère. 

Des pointe A et B comme pôles, décri- 
vez deux arcs de grands cercles; ils se ren- 
contrent au point P, pôle de l’arc de grand 
cercle qui passe par A et B. Ce pôle étant 
déterminé, tracez la circonférence AB. 




Corollaire. — S i deux points A et B sont les extrémités 
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d’un diamètre de la sphère, les grands 
cercles, décrits des points A et R comme 
pôles, coïncident et alors le problème est 
indéterminé; car tout point du grand 
cercle CI>E est le pôle d’un grand cercle 
passant par A et B. 

Scholib.— La construction précédente sert à trouver le 
pôle d’un grand cercle donné. 

Problème 111*. — Tracer , par un point A de la surface d’une 
sphère, un arc de grand cercle perpendiculaire à un grand cercle 
donné CBD. 

Du point A comme pôle, tracez un arc de grand cercle 
jusqu’à la rencontre de la circonférence 
donnée CBD, et décrivez du point d’inter- 
section P comme pôle un autre arc de 
grand cercle qui sera perpendiculaire sur 
CBD. 





Problème IV. — Tracer, par un point A de la surface <f une 
sphère. Un grand cercle formant un angle donné arec un grand 
cercle donné BCD; 

Déterminez le pôle P du cercle BCD, qui se trouve sur 
l’hémisphère ABCD; décrivez la circon- 
férence EFH, lieu des pôles des grands 
cercles qui font avec le cercle BCD un an- 
gle égal à l’angle donné, et tracez, du point 
A comme pôle, un arc de grand cercle jus- 
qu’à la rencontre de la circonférence EFH. 
Les points d’intersection E et F sont les pôles des grands 
cercles qui forment avec BCD l’angle donné et passent par 
le point A. 

Le problème a deux solutions lorsque l’arc PK est plus 
grand que CA, complément de l’arc PA; il n’a qu’une solu- 
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tion si PK est égal à CA. Enfin, il est impossible si PK est 
moindre que CA. 



Problème V. — Diriger un arc de grand cercle en deux parties 
égales. 




Déterminez sur la sphère deux points C 
et D. également éloignés des extrémités de 
l'arc donné AB et tracez le grand cercle CD. 
Ce cercle est perpendiculaire sur l’arc AB 
et le divise en deux parties égales. 



•> 

Corollaire. — Le cercle CD divise aussi en deux parties 
égales chacun des arcs de petits cercles qui passent par les 
deux points A et R. 

Car son plan est perpendiculaire au milieu de la corde 
AC, commune à tous les arcs dont les extrémités sont A et B. 



Problème VI . — Tracer le petit cercle qui passe par trois 
points A, B et C donnés sur la surface d'une sphère. 

Tracez l’arc de grand cercle DE perpendiculaire au milieu 
de l’arc AB et l’are de grand cercle FG per- 
pendiculaire au milieu de l’arc BC; les arcs 
DE, FG se rencontrent en un point P égale- 
ment distant des trois points A, B et C; 
donc la circonférence décrite du point P 
comme pèle, avec la distance polaire PA, passe par les points 
donnés. 




Corollaire. — Ce problème sert à décrire le cercle cir- 
conscrit à un triangle sphérique. 

Problème VH.— Tracer, par un point donné X, un grand 
cercle tangent au petit cercle PB. 

1* Si le point A est donné sur la eircontérence PB, tracez 
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par ce point et par le pôle P du petit cercle 
PR un arc de grand cercle; prenez sur cet 
arc un point C tel que CA soit égal à un qua- 
drant et décrivez, du point C comme pôle, 
un grand cercle qui sera tangent -au petit 
cercle donné PH. 

Car la distance de leurs pôles est égale à la différence des 
distances polaires CA, l‘A. ' 




2» Supposez le point A extérieur au cercle PB et soit P le 
pôle du petit cercle PB ; de ce point conune 
pôle, avec. une distance polaire égale au 
complément de l’are PB, décrivez une cir- 
conférence CD et tracez, du point A comme 
pôle, un arc de grand cercle qui rencontre 
la circonférence CD aux points C, D. 

Ces points sont les pôles de deux grands cercles tangents 
au petit cercle PB, car la distance des pôles P et C est égale 
à la différence des distances polaires CA, AB. — De même la 
distance des pôles P et D est égale à la différence des dis- 
tances polaires DA, PR. 




rUODLÈMCIt A RÂMIORE. 

1 — Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique 
est égal à la somme des deux autres, le pôle du cercle cir- 
conscrit à ce triangle est sur le plus grand côté.. 

3 — Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique 
est plus grand que la somme des deux autres, le pôle du 
cercle circonscrit est situé à l’extérieur du triangle, entre 
les prolongements des côtés du plus grand angle. 

3 — Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique 
est moindre que la somme des deux autres, le pôle du cercle 
circonscrit est situé à l’intérieur du triangle. 

4 — Tout point de l’arc bissecteur de l’angle de deux arcs 
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de grands cercles est également éloigné des deux côtés de 
cet angle. — Tout point extérieur à l’arc bissecteur est iné- 
galement distant des deux côtés de l’angle. 

5 — Les arcg bissecteurs des trois angles d’un triangle 
sphérique passent par le même point qui est le centre du 
cercle inscrit. — Les arcs bissecteurs des suppléments de 
deux angles d’un triangle sphérique et Tare bissecteur du 
troisième angle se rencontrent en un même point, centre 
d’un cercle ex-inscrit. 

6 — Un cône à base circulaire étant inscrit dans une 
sphère, toute section faite dans le cône par un plan perpen- 
diculaire au diamètre dè la sphère, passant par le sommet 
du cône, est une circonférence de cercle. 

f — Si par un point A situé à l’intérieur d’une sphère on 
trace trois plans deux à deux perpendiculaires, la somme des 
aires des trois cercles qu’ils déterminent dans la sphère est 
constante. 

S — Décrire sur une sphère une circonférence tangente 
à une circouférence donnée et passant par deux points 
donnés. 

9 — Ti acer sur une sphère, avec une distance polaire 
donnée, une circonférence de cercle 

1° Passant par deux points donnés; 

2° Passant par uu point et tangente à une circonférence 
donnée ; 

3° Tangente à deux circonférences données. 

40 — Deux sphères sont homothétiques directes et in- 
verses. 

14 — Quatre sphères ont six centres d’homothétie directe, 
six centres d’homothétie inverse et, par suite, quatre axes 
d’homothétie directe et douze axes d’homothétie inverse. 

42 — Quatre sphères ont un plan d’homothétie directe, 
quatre plans d’homothétie directe et inverse dont chacun 
contient trois centres externes situés sur le même axe et les 
trois centres internes correspondant aux trois autres cen- 
tres externes. Elles ont aussi trois plans d’homothétie in- 
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verses dont chacun contient deux centres externes non si- 
tués sur le meme axe et les quatre centres internes corres- 
pondant aux quatre autres centres externes. 

13 — Mener par une droite donnée un plan tangent aune 
sphère. 

14 — Mener par un point un plan tangent à deux sphères. 

15 — Tracer un plan tangent à trois sphères. 



L1EIX «iéOMÊTRIQIER. 

1— Lieu géométrique des sommets des triangles sphéri- 
ques qui ont une hase commune et dont l’angle au sommet 
est égal à la somme des deux autres. 

2 — Lieu géométrique des points de l’espace, également 
éclairés par deux lumières d’intensité différente. 

3 — Lieu géométrique des sommets des cônes égaux et 
circonscrits à deux sphères différentes. 

4 — Si par un point A on trace une sécante quelconque à 
une sphère, le lieu du conjugué harmonique de A, par rap- 
port aux deux points d’intersection de la sécante it de la 
sphère, est un plan. 

Le point A est appelé pôle de ce plan, qui est réciproque- 
ment le polaire du point A par rapport à la sphère; 

5 — Les plans polaires des différents points d’un plan, 
par rapporta une sphère, passent par le pôle de ce point. — 
Réciproquement, les pôles des plans qui passent par un 
même point sont situés sur le plan polaire de ce point. 

• — Démontrer que les plans polaires des points d’un 
plan, situés sur une même circonférence de cercle, sont tan- 
gents à une surface conique de révolution. — Quel doit être 
le rayon de la circonférence donnée pour que l’angle d’une 
génératrice et de l’axe du cercle soit égal à la moitié d’un 
angle droit? 

7 — Lieu des centres des sections faites dans une sphère 
par des plans passant par un point donné. 
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8 — Lieu des projections d’un point, extérieur à un plan, 
sur des droites tracées par le même point de ce plan. 

# — Lieu des centres des sphères qui coupent deux 
sphères données suivant des grands cercles. 

10 — Lieu des centres des sphères qui coupenttroisaphè- 
res données suivant des grands cercles. 

11 — Si, par un point A, intérieur ou extérieur à une 
sphère, on trace une sécante quelconque qui rencontre la 
surface sphérique aux points B et C, le produit ABxAC est 
constant. — C’est la puissance du point A par rapport à la 
sphère. 

11 — Le lieu des points d’égale puissance par rapporta 
deux sphères est un plan perpendiculaire à la ligne qui joint 
leurs centres. 

13 — Lieu des points d'égale puissance par rapporta trois 
sphères dont les centres ne sont pas en ligne droite. — Ce 
lieu est l’axe radical des trois sphères. 

11 — Les axes radicaux de quatre sphères, considérées 
trois tà trois, passent par le meme point qui est leur centre 
radical. 

15 — Lieu des centres des sphères qui coupent orthogo- 
nalement trois sphères données, c’est-à-dire de sorte que 
les plans tangents en chacun des points d’intersection de 
deux sphères sécantes soient perpendiculaires entre eux. 
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MESURE DU CYLINDRE, DU COXE ET DE LA SPHÈRE. 
POLYÈDRES RÉGULIERS. 



CHAPITRE I. N 

Du Cylladre. 



9 — La projection du périmètre d'une figure plane sur un 
plan détermine une autre figure qu’on appelle la projection 
dé la première sur ce plan. 

Les projections d’une ligure plaue sur deux plans paral- 
lèles sont égales, Ar on peut les regarder comme les hases 
d’un prisme ou d’un cylindre droit. De là il résulte qu’une 
figure plane est égale à sa projection, lorsque leurs plans 
sont parallèles. 

9 — Un prisme est inscrit dans un cylindre, lorsque ses 
bases sont inscrites dans celles du cylindre. Au contraire, 
un prisme est circonscrit à un cylindre, s’il a pour bases des 
polygones circonscrits aux hases du cylindre. 

Les faces latérales du prisme circonscrit sont tangentes 
au cylindre. 

3 — Deux cylindres droits ou deux cônes droits sont sein- 
blablct, lorsque leurs hauteurs sont proportionnelles aux 
rayons de leurs bases. 

Deux cylindres semblables peuvent être considérés comme 
étant engendrés par deux rectangles semblables, et deux 
cônes semblables par deux triangles rectangles semblables? 
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Lemme I. — La projection d’un triangle ABC surun plan MX, 
non parallèle à ABC, est moindre que ce friangle. 

Supposez d’abord le côté AB du triangle ABC parallèle au 
plan de projection et menez par cette 
droite un plan M.Y parallèle à MN ; 
la projection de ABC sur le plan MX 
est égale à ABC', projection du même 
triangle sur le plan M X'. Tracez C'1) 
perpendiculaire sur AB et joignez le 
point B au sommet C; la droite CD est 
aussi perpendiculaire sur AB. Or les 
triangles ABC, ABC' ont la même base AB et sôtlt entre eux 
comme leurs hauteurs CD, CD; donc le triangle ABC' est 
moindre que ABC. 

Soit, en second lieu, A'B'C' la projection d’un triangle 
quelconque ABC sut 1 le plan MN ; tracez 
par le sommet C et dans le plan ABC 
la droite CD parallèle au plan de pro- 
*■ jection. Cette ligne ‘décompose le tri- 
angle ABC en deux parties BliC, ADC 
dont les projections sontB'D'C'etA'D'C'. 
B'D'C' < BDC 
AD'C' < ADC; 









x'4 



Or on a 
et* 



donc le triangle A'B'C' est moiudi'e que ABC. 



Corou.aike 1.— la projection d’un polygone ABCD sur un 
plan, non parallèles ABC, est moindre -que ce polygone. 

Soit A'B'C'D'E' la projection du po- 
lygone ABCDE sur le plan MN ; tracez 
les diagonales AC, AD et leurs projec- 
jections A'C', AD'; les triangles A BC', 
A' C'D',A'D'E'sontrespectivement moin- 
dres que les triangles ABC, ACD, ADE; 
donc le polygone A'B'C'D'E' est moindre 
que ABCDE. 
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Corollaire IL — Une face quelconque d'un polyèdre est moin- 
dre que la somme des autres faces ; 

Car elle est au plus égale à la somme des projections des 
autres faces du polyèdre sur son plan. 



Lemmk IL*— Toute surface polyédrale convexe ABCDEFGH 
est moindre qu’une surface polyédrale quetconque ABCDKLVN 
qui Venveloppe et est terminée au même contour ABCD. 

Si on prolonge les plans qui forment la surface intérieure 
jusqu’à la rencontre dé la surface ex- 
térieure, le plan EFGH y détermine 
la section ÜPQR; lé plan ADGI1 ren- 
contre les faces ABKN, CDLM suivant 
les droites AS, DT et les plans AfiEH, 
CDGF coupent la lace BCLk seloii les 
droites BX, CY. 

La face BEFC du polyèdre BEFBXY étant moindre que la 
somme des autres faces, la surface polyédrale ABCDEFGH 
est moindre que ABCDGHXY; pareillement celle-ci est plus 
petite que la surface ABCDPQTS, qui est elle-même moindre 
que ABCDOPQR. Or cette dernière surface est aussi plus 
petite que ABCDKLJIN; donc la surface convexe ABCDEFGH 
est moindre que ABCDKLMN. 




Çorollaire. — On démontrerait de même qu’une surface 
polyédrale convexe et fermée est moindre que toute autre 
surface polyédrale qui l’enveloppe de toutes parts. 



Scholie. — Le théorème précédent étant vrai, quels que 
soient le nombre et la grandeur des faces des deux surfaces 
polyédrales, je l’appliquerai aux surfaces courbes convexes; 



THÉOHKMC I, 



5 ' 

La surface latérale d’un prisme droit est tiyale au produit du 
périmètre de sa base par sa hauteur. 



r 
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En effet, le prisme ABC'D' étant droit, sa surface latérale 
est la somme des rectangles AB', BC', CD',... 
qui ont pour hauteur la hauteur du prisme et 
pour bases les côtés AB,BC,CD,... de la base 
ABCD de ce polyèdre; donc elle a pour mesure 
(AB+BC+CD-+-....) AA', 
c’est-à-dire le produit du périmètre de la 
base du prisme par sa hauteur. 




Corollaire. — Les surfaces latérales de deux prismes droits 
qui ont la même hauteur sont entre elles comme les péri- 
mètres de leurs bases.— Si les bases de deux prismes droits 
sont égides, leurs surfaces latérales sont entre elles comme 
les hauteurs. 



TIIKOHLMK II. 



1° La surface totale d’un cylindre droit est la limite des sur- 
faces totales des prismes réguliers inscrits et circonscrits. 

2° Le volume du cylindre est la limite des volumes de ces 
prismes. * 

Inscrivez dans la hase inférieure du cylindre droit ABCD 
A'B'CD’un polygone régulier ABCD 
et menez par les côtés île ce poly- 
gone des plans perpendiculaires à 
sa surface jusqu’à la rencontre de 
la hase supérieure du cylindre; le 
prisme ABCD A'B'C'D' est droit et 
inscrit dans le cylindre qui l'enve- 
loppe de toutes parts; donc la sur- 
face totale et le volume du cylindre 
sont plus grands que la surface to- 
tale et le volume du prisme. 

Circonscrivez au cercle ABC un polygone semblable au 
polygone inscrit, et tracez par ses côtés des plans tangents au 
cylindre, jusqu’à la rencontre du plan A’B’C'. Le prisme 
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EFGHE'F'G'H est droit et circonscrit ail cylindre qu’il enve- • 
loppe de toutes parts; donc sa surface latérale et son volume 
sont plus grands que la surface totale et le volume du cy- 
lindre. 

Soient s et S les surfaces totales des prismes inscrit et cir- 
conscrit; v et V leurs volumes; p et P les périmètres de leurs 
bases b, B et h leur hauteur commune. Si on double le nom- 
bre des côtés dos bases b, B, la surface s et le volume v crois- 
sent, en restant toutefois moindres que la surface totale et 
le volume du cylindre, tandis que la surface S et le volume V 
décroissent, mais en restant plus grands que la surface et le 
volume du cylindre. Or on a : 1» 

S=p2B + PxA, 

s=26 + pXA; 

donc S — s=2<B — 6) + ( P — p)h. 

Mais, si le nombre des côtés des bases b, B croît indéfini- 
ment, les variables B — b, P — p ont pour limites zéro ( Livre 
IV, cliap. V, théorème IL), tandis que les fadeurs 2 et A 
sont constants; donc la différence S — s décroît indéfiniment 
et la. surface totale du cylindre est la limite des surfaces 
totales des prismes inscrits et circonscrits. 

2° On a V=BxA, 

v—bxh, 

et, par conséquent, V — = A'A. 

Or, si lé nombre des côtés des bases B, b augmente indéfi- 
niment, la variable B — b a pour limite zéro et le facteur A 
est constant; donc T— r décroît indéfiniment, et le volume 
du cylindre est la limite des volumes des prismes inscrits et 
circonscrits. 

. te 7 «oldfî u v *•>! tftomi 

Coroixaibe. — L es bases du cylindre étant les limites des 
bases des prismes inscrits ou circonscrits, la surface laté- 
rale du cylindre est la limite des surfaces latérales des prismes 
inscrits êt circonscrits. 
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THllOBF.ME III. 

I.a surface latérale d'un cylindre droit a pour mesure le pro- 
duit de la circonférence de sa base par sa hauteur , 

Soient S la surface latérale et P le périmètre de la base 
d’un prisme régulier, circonscrit au cylindre 
dont le rayon est R et la hauteur H ; si on 
suppose que le nombre des cotés de la base 
du prisme croisse indéfiniment, les variables 
S et PxH ont respectivement pour limites la 
surface latérale du cylindre et cir. RxH. Or, 
la surface latérale d’un prisme droit étant 
égale au produit du périmètre de sa base par 
sa hauteur, les deux variables S et PxH sont constamment 
égales; donc elles ont les mêmes limites et l’on a : 

surf. lat. du eyl.=cirç. RxH. 

Corollaire. — La surface totale du cylindre a pour mesure 
le produit de la circonférence de sa base parla somme de la 
hauteur et du rayon du cylindre. 

Car la somme des deux bases est égale au produit de la 
circonférence de sa bas » 1 par son rayon. 




THKOROIE IV. 






Y N 



f.e volume d'un cylindre est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Soient V le volume et R la base d’un prisme régulier cir- 
conscrit au cylindre dont la hauteur est H et 
le rayon R ; si le nombre des côtés de la base 
croît indéfiniment , les variables V et BxH 
ont respectivement pour limites le volume 
du cylindre et cercle RxH. Mais le prisme 
droit a pour mesure le produit de sa base 
par sa hauteur; donc les variables V etBxH 



Kïp 



H; 
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sont toujours égales et leurs limites le sont aussi, c’est-à- 
dire que l’on a : 

eyh'nrfreR=cerc/eRxH. 

Corollaire I. — On a : 

cercle R =TrR‘ ; 

donc cylindre R =7tR’xH. 

Corollaire II. — Deux cylindres dont les hauteurs sont 
égales sont entre eux comme leurs bases. — Si deux cylindres 
ont des bases égales, ils sont entre eux comme leurs hau- 
teurs. 

THÉNlÈnE V. 



Si on coupe un cylindre droit par un plan EGF non parallèle 
à sa base, le volume du tronc de cylindre droit ABFE est égal 
au produit de la base AC du cylindre par la portion CD de 
l'axe, comprise entre les bases du tronc. 

Menez par le point D un plan parallèle à la base AC ; la 
section KGLH qu’il détermine dans le cylin- 
dre donné est un cercle, et je dis que le cylin- 
dre ABLK est équivalent au cylindre tronqué 
ABFE. En effet, ces deux corps ont une partie 
commune ABLGHE et les deux autres parties 
GHLF, GHKE sont égales; pour le démontrer, 
je fais tourner le volume GHLF autour de 
l’intersection GH des deux plans KGL, EGF 
jusqu’à ce que le demi-cercle GHL coïncide avec le demi- 
cercle GHK. Alors, la surface cylindrique GLFH s’applique 
sur la surface cylindrique GKEH, parce qu’elles sont l’une 
et l’autre perpendiculaires au plan KGL; de plus, les deux 
angles dièdres FGHL, EGHK étant égaux, le plan FGH prend 
la direction du plan EGK; donc les deux volumes GHLF, 
GHKE sont égaux et le cylindre droit ABLK est équivalent 
au cylindre tronqué ABFE. 
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Corollaire. — La surface latérale du tronc de cylindre droit 
AREF a pour mesure le produit de la circonférence CA de la base 
du cylindre par la portion CD de l'axe comprise entre les bases 
du tronc. 

Car elle est équivalente à la surface latérale du cylindre 
droit ABLK. 

THÉORÈME TI. 

l u Les surfaces latérales de deux cylindres semblables sont 
entre elles comme les carrés des rayons de leurs basés. 

2“ Les volumes de ces cylindres sont entre eux comme les 
cubes des mêmes rayons. 

Soient S et s les surfaces Latérales de deux cylindres sem- 
blables; V et v leurs volumes; II et h leurs hauteurs et R, r 
les rayons de leurs bases. 

1» On a : S=2itRxH, 

s=2urxA, 

et, par conséquent, . - • 

s : s : : sxh : rxh. 

Les cylindres étant semblables, il en résulte que 

h : a : : R : r; 
donc s : s : ’. R 1 : r*. 

2° On a : V=icR*xH, 

v = r.r'xh, 

et, par suite, V ’. vl ’. R*xH ! r ! xA; 

mais l’hypothèse donne : 

h : h : : R : 

donc v : v : : r* ; r*, 

L8i) 9UjWB»l»5 SV.i r.. . 

Corollaire. — Les surfaces totales de deux cylindres sem- 
blables sont entre elles comme les carrés des rayons de leurs 
bases. 
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CHAPITRE II. 

Un Cône. 



Une pyramide est inscrite dans un cône lorsqu’elle a pour 
base un polygone inscrit dans la liase du cône et qqe leurs 
sommets coïncideut.— Les arêtes de la, pyramide qui passent 
par le sommet sont des génératrices de la sur face conique. 

Au contraire, une pyramide est circonscrite «à un cône, 
lorsque sa base est un polygone- circonscrit à la base du cône 
et que leurs sommets coïncident; chacune des bases laté- 
rales de la pyramide est tangente au cône, puisqu'elle passe 
par le sommet du cône et par une tangente à sa base. 

On appelle apothème d’iine pyramide ré- 
gulière S ABC lu perpendiculaire SD qui 
mesure la distance de son sommet S à un 
côté quelconque ÀB de sa base ABC ; apo- 
thème ou iité d’un cône la partie de la gé- 
nératrice de la surface du cône comprise 
entre le sommet et la base. 




U ou II II 



TIICOREME I. 



La surface latérale d'une pyramide régulière SARCDE a pour 
mesure la moitié du produit du périmètre de sa base ABCDE 
par son apothème SG. 

Soit F le centre du polygone régulier ABCDE; la droite 
SF est la hauteur de la pyramide régulière SABC et les 
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arêtes SA, SB, SC, SD, SE qui s’écartent également de La 
droite SF perpendiculaire au plan ABC sont 
égales; donc les triangles SAB, SBC,... sont 
isocèles et égaux, entre eux. Or, la droite SG 
étant l’apothème de la pyramide, on a • 

SC 

SAB = ABXy, 




SBC = BCx 
SCD = CDx 



SG 
2 ’ 
SG 
2 ’ 



SG 



donc SAB+SBC+SCD+...=(AB+BC+CD...)Xy- 



Corollaire. — Les surfaces latérales de deux pyramides 
régulières qui ont la même base sont entre elles comme 
leurs apothèmes et réciproquement. 



THÉORÈME II. 

1° la surface totale d'un cône droit est la limite des surfaces 
totales des pyramides régulières inscrites et circonscrites, 

2° Le volume du cône est la limite des volumes de ces pyra- 
mides. 

Inscrivez dans la hase ABCD du cône SABCD un polygone 
régulier ABCD et menez par chacun 
de ses côtés un plan passant par le 
sommet S du cône; la pyramide SABCD 
est régulière et inscrite daus le cône 
qui l’enveloppe de toutes parts ; donc 
la surface totale et le volume du cône 
sont plus grands que la surface totale 
y et le volume de la pyramide. 

Circonscrivez au cercle ABC un po- 
lygone EFG1I semblable au polygone inscrit et menez par 
chacun de ses côtés un plan tangent au cône; la pyramide 
SEFGH est régulière.et circonscrite au cône qu’elle enve- 




• • 
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loppe de toutes parts ; donc sa surface totale et son volume 
sont plus grands que ceux du cône. 

Soient s et S les surfaces totales des pyramides inscrite et 
circonscrite, v et V leurs volumes, p et P les périmètres de 
leurs bases b, B; a et A leurs apothèmes SL, SK et h leur hau- 
teur commune. Si on double le nombre des côtés des bases 
b, B, la surface * et le volume r croissent , en restant toujours 
moindres que la surface totale et le volume du cône, tandis 
que la surface S et le volume V décroissent, en restant 
plus grands que la surface totale et le volume du même 
cône. Or, on a : 1“ 

S=B + jPxA, 

s=zb +4 pXa; 

donc S — s=B — 6+ J (PxA — pxa). 

En diminuant et augmentant simultanément le second 
membre de cette égalité du produit -±-pX A, on trouve : 

S— * = B — b + -f (P— p) A + -4- (A — a) p . 

Or, si le nombre des côtés des bases 6, B croît indéfini- 
ment, les variables B — b, P — p ont pour limites zéro; il en 
est de même de la différence A — a, parce que la variable 
SL a pour limite SK. Donc la différence S — s décroît indé- 
finiment, et la surface totale du cône est la limite des sur- 
faces totales des pyramides inscrites et circonscrites. 

2" On a V=JB Xh, 

r = i bxh, 

V— e = !(B —b) h. 

Si on suppose que le nombre des côtés des bases augmente 
indéfiniment, la variable B — b a pour limite zéro ; le facteur 
h étant constant, on voit que la diférence V — v diminue in- 
définiment; donc le volume du cône est la limite des vo- 
lumes des pyramides inscrites et circonscrites. 

Corollaire. — La base du cône étant la limite des bases 
des pyramides, la surface latérale du cône est la limite des sur- 
faces latérales des pyramides régulières inscrites et circonscrites. 
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IIII U1U 711. III. 

' . ■ * , i , . : 

La surface latérale (T un cône droit a pour mesure la moitié 
du produit du périmètre de sa base par son apothème. 

Soient S Ta surface latérale et P le [«'ri mètre de la basé 
d’une pyramide régulière circonscrite au 

à Cône dont l'apothème est A et le rayon de la 
base R ; si le nombre des côtés de la base de 
//■\À\ \\ la pyramide croit indéfiniment, les variables 
\ \ \ ■ S" et }PxA ont respectivement pour limites 
la surface latérale du cône et Jc/r.RxA. Or, 
la surface latérale d’une pyramide régulière 
étant égale à la moitié du produit du périmètre de sa base 
par son apothème, les deux variables S et J PxA sont con- 
stamment égales; donc elles ont la même limite et l’on a : 

sprf. lat. du cône— Jcir ltxA. 



Corollaire I. — La surface latér ale du cône droit a pour 
mesure le produit de l’apothème par la circon- 
férence du parallèle également distant du som- 
me t‘ et de la base. ■ •» 

Car le rayon DE- de ce parallèle est égal à 
la moitié du rayon BC de la base. 



Corollaire IL — La surface totale du cône droit a pour 
mesure la moitié du produit de la circonférence de sa base 
par la somme de l’apothème et du rayon de ta base. 




THEOREME IV, 



Le volume d’un cône droit est égal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soient V le volume et B la base d’une pyramide régulière 
circonscrite au cône dont la hauteur est II et le rayon R; 
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si le nombre des côtés de la base B croit indéfiniment, les 
variables V et J BxII ont respectivement pour 
limites le volume du cône et 1 cercle Bxll. 
Or, la pyramide a i>our mesure le tiers du 
produit de sa. base par sa hauteur; donc les 
variables V et JBxA sont constamment éga- 
les et leurs limites le sont aussi, c’est-à-dire 
que l’on a :. 

cône R = J cere/e R X H . 

Corollaire I. — Le cercle R étant égal à ttR 1 , on a : 
cô«cR=^R , xIL 

Corollaire 11. — Deux cônes droits qui ont les hauteurs 
égales, sont entre eux comme leurs bases. — Si deux cônes 
droits ont des bases égales, ils sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 

Scholie. — Un cône droit est égal au tiers du cylindre droit 
de même base et de même hauteur. 

THFOR1MI V 

La surface latérale d'un tronc de cône droit à bases parallèles 
a pour mesure le produit de la demi-somme des circonférences 
de ses baves par son apothème. 

Soit ABED un tronc dé cône, égal à la différence des deux 

cônes droits SAC , SDF 
dont les bases AB, DEsont 
parallèles. Par l’extrémité 
A de la génératrice SA, 
tracez sur cette droite une 
perpendiculaire quelcon- 
que AG, égale à la circonférence AC de la base inférieure du 
cône tronqué; joignez le point G au sommet S et, parle 
point D oii la génératrice SA rencontre la base supérieure du 
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cône tronqué, menez DH parallèle à AG; je dis que la droite 
DH est égale à la circonférence DF. 

En effet, la droite SC étant l’axe du cône SAC, les triangles 
rectangles SAC, SDF sont équiangles et l’on a : 

sd : sa : : df : ac : : tir. df : tir. ac. 

Les triangles rectangles SDH, SAG sont aussi équiangles 
et donnent : 

£D : SA:: 1)H : AG; 

donc tir. DF : tir. AC : : DH : AG. 



Or la droite AG est égale à cir. AC ; donc la droite DH est aussi 
égale à tir. I)F. 

La surface latérale du cône SAC qui a pour mesure 
J cir. ACxSA, est équivalente au triangle rectangle SAG qui 
a pour mesure £AGxSA. De même la surface latérale du 
cône SDF est équivalente au triangle rectangle SDH; donc 
la surface latérale du cône tronqué ABDE est équivalente au 

/A G 1 DH\ 

trapèze AGDH. Or le trapèze a pour mesure ADx ! - — T) — J; 

donc la surface latérale du cône tronqué ABE1) est égale au 
produit de son apothème Al) parla demi-somme des cir- 
conférences AC, DF de ses bases. 



Corollaire. — Si par le milieu K de l’apothème AD on 
trace la droite KN parallèle à AG et le plan KL parallèle aux 
bases du cône tronqué, la ligne KN est égale à la circonfé- 
rence KL. Or le trapèze AGHD a pour mesure ADxKN; donc 
la surface latérale d'un tronc de cône droit, à bases parallèles, 
est égale au produit de son apothème par la circonférence du 
parallèle également éloigné des bases. 



THÉORÈME VI. 



Un tronc de cône droit, à bases parallèles, est équivalent à 
trois cônes droits qui ont pour hauteur commune la hauteur du 
tronc et dont les bases sont la base inférieure du tronc, sa base 
supérieure et une moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 
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Soit ABFD un tronc de cône Gptü à la différence des deux 

cônes droits SAB, SDF dont 
les hases sont parallèles; con- 
struisez sur le plan de la base 
inférieure du cône tronqué 
une pyramide triangulaire 
GHKL dont la hase I1KL soit 
équivalente au cercle AC et la 
hauteur GR égale à la hauteur SC du cône SAB. Le plan de 
la base supérieure du tronc de cône détermine dans la pyra- 
mide une section MNO équivalente au cercle DE. En effet, 
cercle AC ; cercle DE : AC’ : DE* : : SC* : SE* 
et * 11KL : MNO : *. GR* : GP* 

Or on a: GR = SC , GP=SE; 

donc cercle AC ; cercle DE ! *. I1KL ; MNO. 

Mais, par hypothèse, le triangle HKL est équivalent au cercle 
AC; donc le triangle MNO est aussi équivalent au cercle DE. 

Le cône SAC qui a pour mesure ^ cercle ACxSC est équi- 
valent à la pyramide mesurée par -J HKLxGR. De même, 
le cône SDE et la pyramide GMNO sont équivalents; donc 
le tronc de cône est équivalent au tronc de pyramide. Or, la 
pyramide tronquée a pour mesure 

{ DR (HKL + MNO + t/lIKL X MNO) , 

donc le volume du cône tronqué est égal à 

J CE [cercle AC H- cercle DE + V cercle AC X cercle DÉ) , 

c’est-à-dire qu’il est égal à la somme des volumes de trois 
cônes qui ont la même hauteur CE que le tronc et dont les 
bases sont la base inférieure du tronc, sa base supérieure et 
une moyenne proportiennelle entre ces deux bases. 

Corollaire. — Soient R et r les rayons des bases du troue 
du cône, h sa hauteur et V son volume; on a : 

V=iic/i(R*+r*+Rr) 



s g 
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nii uiiniK vu. 

1 0 Les surfaces latérales de deux cônes semblables sont entre 
elles comme les carres des rayons de leurs bases. 

2° Les volumes de ces cônes sont entre eux comme les cubes 
des mêmes rayons. 

Démonstration analogue à celle du théorème VI du cha- 
pitre précédent/ - 

Coboi.lauie. — Les surfaces totales de deux cônes sembla- 
bles sont aussi entre elles comme les carrés des rayons des 
bases. 




t 




/ 
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CHAPITRE III. 



Surface et Volume engendré» par un Polygone 
régulier tournant autour d'un Blamètre* 



\ 

Ou appelle ligne polygonale régulière une ligne brisée, 
plane et convexe, dont les côtés sont égaux et les angles 
égaux. 

Toute ligne polygonale régulière est inscriptible ou cir- 
conscriptible comme le périmètre d’un polygone régulier; 
mais elle en diffère en ce que son angle au centre n’est pas 
généralement une partie aliquote de quatre angles droits. 

Une ligne polygonale régulière a un centre, un rayon et 
un apothème qui sont le centre et les rayons des circonfé- 
rences circonscrite et inscrite. . 

La portion de plan comprise entre une ligne polygonale 
régulière et les deux rayons extrêmes de cette ligne est un 
secteur polygonal régulier. 

THÉORtME I. 

Si deux droites, dont l’une AB est limitée et l’autre xy indé- 
finie, sont situées dans un même plan, et que AB soit tout entière 
d’un mime côté de xy, la surface de révolution, engendrée par 
la droite AB tournant autour de l’axe xy, a pour mesure la 
moitié du produit de AB par la circonférence du parallèle que 
décrit le milieu M de cette droite. 

La droite AB peut avoir trois positions différentes par 
rapport à l’axe xy. 

•JO 
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1* Supposons AB parallèle à xy ; dans cette position, elle 
engendre la surface latérale'd’un cy- 
lindre de révolution et l’on a : 

surf. AB= ABxcir. MO. 




2° Si la droite AB n’est pas parallèle à l’axe et n’a au- 
cun point commun avec lui, elle en- 
gendre. Ja surface .latérale d’un troue 
... de cône droit, à buses parallèles, et l’on 
& a encore : 

surf. AB=ABXcir. MO. 





3° Lorsque la ligne AB a l’une de ses 
extrémités sur l’axe xy, elle engendre 
la surface latérale d’un cône d roit ; donc 
surf. AB— ABXcir. MO. 



THESHEME II. 



La surface de révolution, engendrée par une ligne polygonale 
régulière BCDE tournant autour d'un diamètre xy qui ne la 
coupe pas, a pour mesure le produit de la circonférence inscrite 
par la projection KP de la ligne polygonale sur l’axe xy. 
Soient O le centre et OG le rayon de la circonférence in- 
scrite dans la ligne polygonale 
BCDE; la surface engendrée par 
BCDE tournant autour du dia- 
mètre xy est égale à la - somme 
des surfaces de révolution engen- 
drées par les droites BC, CD, DE. 
" Le point G étant le* milieu de BC et la droite GH étant 
perpendiculaire sur l’axe xy, on a : 

surf. BC = BCX cir, GH. 

Or, si on trace les droites BK , CL perpendiculaires et la 
droite BM parallèle à l’axe, les triangles rectangles BCM,. 
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GOH sont équiangies; parce que leurs côtés sont perpendi- 
culaires chacun à chacun et 

BC ! BM ; ! GO ! GH ; ; tir . HO tir. GH ; 
donc BCXcir. GH = BMx cir. GO=KLxc*>^ GO. 

Ainsi l'on a : surf. BC=KLXctr. GO. 

Èn traçant, des points D et E, les perpendiculaires DN, 
EP sur xy , on démontrerait de même que* 

surf. CD = LNx cir. GO, 
surf. DE =NPxctr. GO; 

donc, si l’qn ajoute ces, égalités memhre à membre, on a : 

surf. BCDE = (KL+LN+NP)xctr.GO=KPxcir. GO. 

• • . i > • 

CoROLuniE. — Lorsque la ligne polygonale régulière don- 
née est le demi-périmètre ABCF d’un polygone régulier d’un 
nombre pair de côtés, et que l’axe xy passe par deux sommets 
opposés A et F, la projection de cette ligne sur l’axe est égale 
au diamètre AF du cercle circonscrit. Donc la surface de ré- 
volution engendrée par le demi-périnlètre du polygone ré- 
gulier ABCF a pour mesure le produit de la circonférence 
inscrite par le diamètre de la circonférence circonscrite à 
ce polygone. 

» , , 

Scholie. — La surface de révolution, décrite par une droite 
BC tournant autour d'un axe xy qui ne la coupe pas, a pour 
mesure le produit de la projection KL de BC sur l’axe par la 
circonférence qui a pour rayon la perpendiculaire GO, tracée 
sur la droite BC et par son milieu jusqu’à la rencontre de 
l’axe. - 

THEOREME III- 

Le volume engendré par la révolution d’un triangle ABC 
tournant autour de l’axe xy, tracé dans son plan par un de ses 
sommets A, a pour mesure le produit de la surface de révolution 
décrite par le côté BC opposé au sommet A, par le tiers de la 
hauteur AD correspondante à ce côté. 
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Le triangle ABC peut avoir trois positions différentes par 
rapport à l’axe xy qui lui est extérieur. 

1 1 Supposons le cèté AB situé sur l’axe et traçons la droite 
c CE perpendiculaire sur xy; le volume 
✓ y \ u engendré par la révolution du triangle 
ABC est égal à la somme ou à la diffé- 
if — rence des volumes des cônes droits en- 
gendrés par les triangles rectangles 
ACE, BCE; or, on a : 

vol. ACE CE* X AE, 

vol. BCE — CE’ X BE, 
donc vol. ABC * CE* X A B . 

Le rectangle CE x AB étant égal au rectangle BCXAD, 
puisque chacun d’eux est égal au double de l’aire du triangle 
ABC, on a aussi : 

vol. ABC = J itCExBCxAD; 

mais la surface de révolution engendrée par la droite BC a 
pour mesure irCExBC; donc 

vol. ABC == surf. BC X -J AD- 




■r A 



2° Si le côté AB 'ne coïncide pas avec l’axe xy et que la base 
BC prolongée rencontre l’axe au point F, le triangle ABC 
est égal à la différence des trian- 
gles ACF, ABF ; or on a : 
b vol. ACF = surf. CF X^-AÜ, 

vol. ABF = surf. BF X-g-AD ; 

A f~~ÿ donc 

vol. ABC =mrf. BC X-^AD. 

3° Lorsque le côté BC est parallèle à l’axe, on trace les 
droites BH, CG perpendiculaires sur xy; 
le cône droit engendré par le triangle 
rectangle ABH est égal au tiers du cy- 
lindre droit engendré par le rectangle 
ADBH ; donc le triangle ABD engendre 
un volume égal aux deux tiers du cylindre droit ADBH. De 
meme le volume engendré par ACD est égal aux deux tiers 




•r <; A H .'/ 
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(!h cylindre droit ADCG; par conséquent le volume engen- 
dré par la révolution du triangle ABC est égal aux deux 
tiers du cylindre engendré par le rectangle BCGH, c’est-à- 
dire que l’on a : 

uoL ABC=-f-irAD*xBC; 

mais la surface de révolution décrite par BC est égale à 
cir. ADxBC ou à 2*ADxBC; donc 

roi. ABC= sur/ 1 , BCx-j AI). 

Coroleaibe. — Lorsque le triangle ABC est isocèle, si on 
trace les droites CM, BN perpendiculai- 
res sur l’axe xy et la hauteur AD du 
triangle, on a : 

«ur/‘.BC=MÎVxciV. AD; 
donc vol. ABC= -J^AD'xMN. 

Ainsi, le volume engendré par la révolution d’un triangle iso- 
cèle tournant autour d’un axe passant par son sommet est égal 
aux deux tiers du produit de la projection de sa base sur l’axe 
par le cercle gui a pour rayon la hauteur du triangle. 




THEMENE IV. 



Le volume engendré par la révolution d'un secteur polygonal 
régulier OBCDE, tournant autour d’un diamètre xy qui lui est 
extérieur, a pour mesure le produit de la surface de révolution 
décrite par le périmètre du secteur polygonal, multiplié par le 
tiers du rayon du cercle inscrit. 

Soient O le centre et OC le rayon du cercle inscrit dans 

la ligne polygonale régulière 
BCDE; le volume engendré par 
le secteur polygonal OBCDE 
est égal à la somme des vo- 
lumes engendrés par les tri- 
angles OBC, OCD, ODE. Or, on 
saitque vol. OBC== sur/ - . BCx-J-OD, 

vol. OCD = surf. CD x -J-Oü, 
vol. ODE= surf. DEx |OG ; 
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donc, en ajoutant ces égalités membre à membre, on a : 
vol. OBCDE = (surf. BC+ surf. CD+ surf. BE)x-jOG, • 
ou • vol. OBCDE =surf. BCDE X^-OG. ' 

Corollaire I.— Sron trace par les- points B et E les droites 
BL, EM perpendiculaires sur l’axe xy, on a : 
surf. BCDE= LMxctr. OG ; 
donc vol. OBCDE =-§-itOG'x LM, 

c’est-à-dire que le volume engendré par un secteur polygonal 
régulier tournant autour d'un diamètre est égal aux deux tiers 
du produit de la projection de la ligne polygonale régulière 
par l’aire du cercle inscrit dans cette ligne. 

Corollaire IL — -Lorsque le secteur polygonal donné est 
un demi-polygone régulier ABCF d’un nombre pair de côtés 
•et que l’axe xy passe par deux sommets opposés, le volume 
qu’il engendre est égal à la surface de révolution décrite 
par le demi-périmètre ABCF, multipliée par le tiers du rayon 
OG du cercle inscrit. 

Ce volume est égal aussi aux deux tiers du produit du 
cercle, inscrit par le diamètre du cercle circonscrit. 
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CHAPITRE IV. 

D« ta Sphère. 




4 — On appelle fuseau la portion de la surface d’une sphèr# 
comprise entre deux demi-circonférences de grands cercles 
terminées au même diamètre. , . - 

L’angle de pes deux circonférences a reçu le nom d'angle 
du fuseau. » 

Dans Ifi même sphère ou dans des sphères égales, deux 
fuseaux sont égaux s’ils ont des angles égaux. . - 

- J 

2 — Un onglet sphérique est la partie d’une sphère comprise 

entre deux demi-grands cercles terminés au même dia- 
mètre. ■ ' ,a ' * v 

L’angle des plans de ces deux cercles est Y angle de l’onglet 
sphérique et le fuseau qui le termine lui sert de hase. 

Dans la même sphère ou dans des sphères égales, deux 
onglets sont égaux lorsqu’ils ont des angles égaux. 

3 — Un segment sphérique est la portion d’une sphère com- 
prise entre deux plans parallèles ; il a pour bases les deux 
cercles qui le terminent et pour hauteur la plus courte dis- 
tance de ses bases. 

Si l’un des deux plans parallèles est tangent à la sphère, 
le segment sphérique correspondant n’a qu’une base. 




4 — Le volume engendré par le secteur circu- 
laire DCE tournant autour du diamètre AB qui 
lui est extérieur a reçu le nom de secteur sphi- - 
rique . — Il a pour base la zone décrite par l’arc 
DE du secteur circulaire. . 
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ft — Un polyèdre est circonscrit à une sphère, lorsque cha- 
cune de ses faees est tangente à la sphère. — Réciproquement 
la sphère est inscrite dans le polyèdre. 

Au contraire, un polyèdre est inscrit dans une sphère, 
lorsque tous ses sommets sont situés sur la surface de la 
sphère qui est alors circonscrite au polyèdre. 

6 — Un cylindre ou un cône est circonscrit à une sphère 
lorsque sa surface latérale et ses bases sont tangentes à la 
sphère. 

Si l’apothème d’un cône droit est égal au diamètre de sa 
base, toute section faite dans le cône par un plan qui con- 
tient l’axe est un triangle équilatéral ; on dit alors que le 
cône est équilatéral. 

Un cône équilatéral circonscrit à une sphère a pour apo- 
thème le côté du triangle équilatéral circonscrit à un grand 
cercle de la sphère. 



THEOREME I. 



Une zone a pour mesure le produit de sa hauteur par la cir- 
conférence d’un grand cercle de la sphère. 

1* Considérons la zone, à une base, engendrée par l’arc 
de cercle AD tournant autour du diamètre AM. 

Inscrivons dans l’arc AD la ligne polygonale régulière 
ABCD et circonscrivons au même arc une ligne 
polygonale FGHK semblable à ABCD. La surface 
engendrée par la ligne FGHKD, tournant autour 
de AM, est plus grande que la zone AD, parce 
qu’elle est terminée au même contour et qu’elle 
l’enveloppe ; mais la surface engendrée par la 
ligne ABCD est moindre que la zone. Si on 
double le nombre des côtés des polygones inscrit et circon- 
scrit, la surface FGHKD diminue tandis que la surface ABCD 
augmente, et je dis que la zone est la limite de ces surfaces. 

En effet, désignons-les par Sets; nous avons : 
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* = AExciV. 01 

el S=turf. FGHK+sur/". KD. 

Or la surface engendrée par la ligne polygonale régulière 
FGHK a pour mesure FHXcir. OA; donc 

S = FHX eir. 0A+ surf. KD 

et S— * = FHxcir. OA — AExeir. 01 -{-turf. KD. 

Diminuons et augmentons simultanément du produit 
AE x ctr. OA le second membre de la dernière égalité, nous 
aurons : 

S — #e= (FH — AE)ctr. OA+{ctr. OA — cir. 01) AE+ *wf. KD. 

Supposons maintenant qu’on double indéfiniment le nom- 
bre des côtés des lignes polygonales Inscrite et circon- 
scrite; les variables FH— AE et cir. OA — ctr. 01 ont pour 
limites zéro. U en est de même de la surface latérale du 
tronc de cône engendré par KDEH, parce que le point K 
s’approche indéfiniment du point D. Donc la variable S — s 
tend vers zéro et la zone AD est la limite des surfaces S et*. 

Remarquons enfin que les deux variables * et AExctr.OI, 
qui ont pour limites la zone AD et le produit AExctr.OA, 
sont constamment égales; donc leurs limites le sont aussi, 
c’est-à-dire que l’on a : 

2 oneAD= AExcir. OA. 

2* Soit la zone, à deux bases, engendrée par l’arc BD tour- 
nant autour du diamètre AM ; nous aurons : 

zone AD = AE X cir . OA 
et zon« AB=ALxctr. OA; 

donc 3oneBD=(AE — AL)ctr.OA=LExcfr.OA. 

Scholie. — Les surfaces engendrées par les lignes FGHKD, 
FGHK, tournant autour du diamètre AM, tendent vers la 
même limite lorsqu’on double indéfiniment le nombre des 
côtés de la ligne FGHK. 

Car la différence de ces surfaces est égale à surf. DK qui 
a pour limite zéroj 
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THKOHEIMI II. 

■* ' . < * • 

La surface d'une sphère GA a pour mesure le produit de son 
diamètre AG par la circonférence cC un grand cercle. 

En effet, si on coupe la sphère par un plan BE perpendi- 
culaire sur le diamètre AG, on a : 

surf, sph . C A = zone AB + zone BG ; 
donc surf, sph . CA — AEx cir . C A + EG X cir. CA, 
ou surf. sph. CA = AG X cir. CA . 

Corollaire . — La surface de la sphère est égale à quatre fois 
l’aire d'un grand cercle. ■ . .. . . 

Car un grand cerole a pour mesure le produit de sa cir- 
conférence par la moitié du rayon ou par le quart du dia- 
mètre. • - . . - . 

Scholie. — S oient R le rayon, D le diamètre et S la surface 
d’une sphère ; ou a : . . _ 

S = 4nR% ou S=wD î . 

Le triangle sphérique trirectangle, qui est égal au hui- 
tième de la surface de la sphère, a pour mesure -J-uR* ou 



>D\ 



THEOREME m. 



Le rapport d’un faisceau à la sphère est égal au rapport de 
l'arc de grand cercle qui mesure l’angle du faisceau, à la cir- 
conférence d’un grand cercle. ... 

Soit le fuseau ABDE déterminé sur la sphère CA par les 
deux demi-grands cercles BAD, BED; 
tracez le grand cercle CA perpendicu- 
laire sur le diamètre BD, et supposez 
d’abord que la circonférence CA et l’arc 
AE qui mesure l’angle du fuseau soient 
commensurables. Si leur commune me- 
sure est contenue 16 fois dans la cir- 
conférence CA et 3 fois dans l’arc AE, on a » 
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arc AE : cir. CA : I 3 : 16. 

Par le diamètre BD et par chacun des points de division 
de la circonférence CA, menez des plans qui diviseront la 
surface delà sphère en J 6 fuseaux égaux entre eux, parce 
qu’ils ont des angles égaux ; or, le fuseau ABDE en contient 
3 exactement ; donc 

; ' fus. ABDE : surf. sphXX ! ! 3 t 16. 

d’où il résulte que 

fus. ABDE I surf. sph. CA ' *. arc AE : cir. CA. 

Si l’arc AE et la circonÉérence CA n’ont pas de commune 
mesure, on démontre le théorème par le raisonnement ordi- 
naire. 



Corollaire I.— L’aire d'un faisceau ABDE est égale au pro- 
duit du diamètre de la sphère par l’arc de grand cercle AE qui 
mesure l’ angle du fuseau. . , . ■ • • 

Multiplions par le diamètre BD les deux termes du second 
rapport de la proportion 

fus. ABDE I surf. sph. CA ; ; arc AE 1 cir. CA. ; 



La surface de la sphère étant égale au produit BI) xc/r. CA, 
nous aurons : 

fus. ABDE == BDXarc AE. 

Corollaire II .—Le rapport d’un faisceau au triangle sphé- 
rique trirectangle est égal au rapport du double de son angle à 
l’angle droit. 

Soient R le rayon delà sphère, A le rapport de l’angle du 
fuseau à l’angle droit ét T, Paire du triangle sphérique tri- 
rectangle. L’arc de' grand cercle qui mesure l’angle du fu- 
seau étant égal à yXA, nous avons : 



fus. A = irR*xA. 



icR* 

Dr le triangle trirectangle T est égal à ; donc 
fus.k _ c 
T 



:2A. 
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THKOTÈMi: I». 



Deux triangles sphériques symétriques ABC, A'B'C', sont équi- 
valents. 

*• Déterminez le pôle P du petit cercle circonscrit au tri- 
angle ABC; joignez-le aux sommets A, Bel 
C par les arcs de grands cercles PA, PB, PC ; 
le triangle ABC est décomposé en trois tri- 
angles PAB, PAC, PBC, qui sont isocèles, 
puisque le pôle P est également distant des 
trois points A, B et C. 




Tracez le diamètre POP' et joignez son extrémité P' aux 
sommets du triangle A'B'C' par les arcs de grands céreles 
• PA r , PT»', P'C. Ce triangle est décomposé en trois triangles 
P'A'B', P'A'C', P'B’C' qui sont respectivement égaux aux tri- 
angles PAB, PAC, PBC ; en effet, PAB est égal à son symétri- 
que P'A'B' parce qu’il est isocèle; pareillement, PAC est 
égal à P'A'C' et PBC égal à P'B’C'. Donc les triangles ABC, 
A'B'C' sont équivalents. 



Scholie. — On ferait une démonstration analogue à la pré- 
cédente, si le pôle P était situé sur le plus grand côté du 
triangle ABC ou à l’extérieur du triangle. 



Corollaire. — Deux triangles sphériques ACB, ECF qui ont 
un angle opposé au sommet et dont les oQtés 
AB, EF, opposés à cet angle, sonÇ situés 
sur la même circonférence de grand cercle, 
forment ensemble le faisceau dont l' angle 
est ACB. 

En effet, le triangle sphérique ECF est 
équivalent au triangle ABD parce qu’ils 
sont symétriques; donc on a : 

ABC + ECF = fus. ABCD. 
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THÉORÈME, f. 

L’aire d’un Inangle sphérique est égale au produit du rayon 
de la sphère par l'arc de grand cercle qui mesure la somme de 
ses angles, diminuée de deux angles droits. 

Soit le triangle sphérique ABC; prolongeons les côtes BC, 
AC jusqu’à la rencontre de la circonférence AB, nous 
aurons : 

ABC +BCÜ = fuseau A, 
ABC+ACE=/useauB, 

ABC + CDE= fuseauC. 

Ajoutons ces égalités membre à membre; 
la somme des triangles ABC, BCD, ACE, 
CBE étant égale à la surface d’une demKsphère, nous 
trouverons : 

2 ABC+ j surf. sph. =fus. A+fus. B -{-fus. C, 
ou ABC = J (fus. A -{-fus. B -{-fus. C) — J surf. sph. 

Résignons par R le rayon de la sphère et par a, b, c les 
arcs de grands cercles qui mesurent les angles du triangle 
sphérique ABC; nous avons : 

fus. A = 2Rxu, 
fus. B = 2R X b, 

/us.C = 2Rxc , # 

surf.sph. R=2Rxc»V. R; 

ABC=R («+6 + c— 

CüKüllaime. — L’aire d'un triangle sphérique quelconque ABC 
est à celle du triangle trirectangle comme la somme des 
angles du triangle ABC, diminuée de deux angles droits, est 
à l'angle droit. 

Soient A, B, C les rapports des auglcs du triangle ABC à 
l’angle droit; nous avons : 



et 

donc 
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qui mesure la somme de ses angles, diminuée d’autant de 
fois deux angles droits qu’il y a de côtés moins deux dans 
le polygone. 1 ' - . • - 

Corollaire. — L'aire d’un polygone sphérique est à celle du 
triangle trireclangle comme la somme des angks de ce polygone , 
diminuée d’autant de fois deux angles droits qu’il a de côtés 
moins deux , est à l’angle droit. 

Soient R le rayon de la sphère, S l’aire du polygone sphé- 
rique, n le nombre de scs côtés et A le rapport de la somme 
de ses angles à l’angle droit; l’aie de grand cercle qui me- 

s* wR 

sure la somme des angles du polygone étant égal à xA, 
on à : S = rT^xA — tcR (n — 2).^, 

ou A — 2 (n — 2)j. 

Or l’aire T du triangle trirectangle est égale à donc 
on a: ç=A — 2(» — 2). 

Scholie. — L e nombre A— 2 (n — 2), c’est-à-dire l 'excès sphé- 
rique du polygone S, exprime l’aire de ee polygone lors- 
qu’on prend le triangle sphérique trirectangle pour unité 
de surface. 

. ; ... - > r 

I IILOHt HL VU 

Le volume d’un secteur sphérique est égal au produit de la 
ione qui lui sert de base , par le tiers du rayon de la sphère. 

1° Considérons le secteur sphérique engendré par le sec- 
teur circulaire OAD tournant autour du diamètre AE. 

Inscrivons dans l’arc AD la ligne polygonale régulière 
ABGD et circonscrivons au même ârc une ligne polygonale 
FGHK semblable à ABCD. Le volume engendré par le sec- 
teur polygonal OFG11K est plus grand que le secteur sphé- 
rique puisqu’il l’enveloppe de toutes parts ; mais le vo- 
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lume engendré par le secteur polygonal OABCD est moindre 
que de secteur sphérique. Si on double le 
nombre des côtés des polygones inscrit et 
circonscrit, le volume OFGHK diminue tan- 
dis que le volume OABCD augmente, et je 
dis que le secteur sphérique est la limite de 
ces volumes. 

En effet, désignons-les par V et v; nous aurons : 

X=surf. FGHKxJOA,' 
v=surf. ABCD X JOL, 

et, par suite, 

X—v = surf. FGHK X \ OA —surf. ABCDXj OL. 




En diminuant et augmentant simultanément le second 
membre de cette égalité du produit surf. ABCD X 3 OA, nous 
aurons : 

V— e == (surf. VGK— surf. ABD) i OA+}(OA- OL) surf. ABD. 

Supposons maintenant que l’on double indéfiniment le 
nombre des côtés des lignes polygonales inscrite et cir- 
conscrite, les variables surf. FGK — surf. ABD et OA — OL 
ont pour limites zéro; donc la différence V — v tend indéfini- 
ment vers zéro et le secteur sphérique OAD est la limite 
des variables V et v. 

Remarquons enfin que les deux variables V et surf. FGHK 
XjOA, qui ont pour limites le secteur sphérique OAD et le 
produit zone ADx J OA, sont constamment égales; donc leurs 
limites le sont aussi, c'est-à-dire que l’on a : 

sect. sph.OAb — zone ADx|OA. 

2° Soit le secteur sphérique engendré par le secteur cir- 
culaire OMD tournant autour du diamètre AE ; nous avons : 

sect. sph. OAD=zone ADx JOA, 
sect. sph. OAM = zone AM X J OA, 

donc 

sect. sph. OMD = (zone AD — zone AM) X | OA —zone MDx 3 OA. 
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Corollaire. — S oient R le rayon de La sphère et 11 la hau- 
teur de la zone qui sert de hase au secteur sphérique ; ou a 

zone fl = 2 tcRxH 

et sect. sph. H = ’-R’xlI. 



THÉORÈME VUE 



Le volume de la sphère est égal au produit de sa surface par 
le tiers du rayon. 

En effet, si on coupe la sphère par un plan 
lA RE perpendiculaire au diamètre AU, on a : 

E sphère CA= sect. sph. CAB + sect. sph. CBD ; 

c donc 

\ | 

\ j sphèrcCX =zone ABx , CA + zone BDx j CA, 

ou sph ère C\—s urf. sph.C\x\C\. 




Corollaire. — En désignant par R. le rayon d’une phère, 
par Ü son diamètre et par V son volume, on a : 



ou 



Vr=3trR'x?= |*R\ 

O 

V = irD*xï = JitD*. 
b 



Scholie. — La pyramide sphérique trirectanglc qui est 
égale au huitième de la sphère a pour mesure J «R* ou 

A* D*. 



THÉORÈME IX. 

Le rapport d’un onglet sphérique à la sphère est égal au rap- 
port de l’arc de grand cercle qui mesure son angle, à la circon- 
férence d’un grand cercle. 

Démonstration analogue à celle du théorème II, même 
chapitre. 

Corollaire. — Ze volume d'un onglet sphérique DABE est 

■i\ 



Digitized by Google 



322 LEÇONS DE GÉOMÉTRIE. 

égal au produit du fuseau qui lui sert de base par le tiers du 

rayon-. 

En .effet, on a : 

onglet DAE I sphèreCA ‘. '. arc DE cir. CD ; 
mais 

fus . DAE I surf. sph. CA ; arc DE ; cir. CD, 
et, par conséquent, 
onglet DAE '. sphèreCA fut. DAE I surf. sph. CA. 

En multipliant les deux termes du dernier rapport de cetle 
proportion par -^-CA et remarquant que l’on a : 

sphère CA = surf. sph. CAX-g-CA, 
on trouve : onglet DAE — fus. DAEx-j-CA. 




Scholie. — Le rapport d’un onglet à la pyramide sphérique 
trirectangle est égal au rapport du double de son angle à l'an- 
gle droit. 

Soient R le rayou de la sphère, A le rapport de l’angle de 
l’onglet à l’angle droit et P le volume de la pyramide tri- 
rectangle; on a : 

fus. A — icR’.A; 

et onglet A— A. 



Or la pyramide sphérique trirectangle P est égale à -f irR 3 ; 



donc on a : 



onglet A _ 

p— — -A 



THEOREHE X. 

beux pyramides sphériques triangulaires et symétriques sont 
équivalentes. 

Démonstration analogue à celle du théorème 111, même 
chapitre. On y remplacera chaque triangle sphérique par 
la pyramide sphérique correspondante. 



Corollaire. — Deux pyramides sphériques triangulaires 
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OABC, OBEF qui ont un angle dièdre opposé et dont les 
deux faces AOC, EOF font partie du même 
plan, forment ensemble l’onglet ABDC 
dont l’angle est ABC. 

Car la pyramide OBEF est équivalente 
à la pyramide OACÜ parce qu’elles sont 
symétriques. % 




THEOREME XI. 



Le volume d'une pyramide sphérique triangulaire OABC est 
égal au produit de sa base ABC par le tiers du rayon OA de 
la sphère. 

Les plans des faces AOC, BOC divisent l’hémisphère ABCD 
en quatre pyramides sphériques trian- 
gulaires OABC, OACD, OCDE, OBCE et 
l’on a : 

OABC + OBCE = onglet A, 

OABC + OACD= onglet B, 

OABC + OCDE = onglet C. 

En ajoutant ces égalités membre à mem- 
bre et réduisant, on trouve i 

2 OABC + -{■sphère = onglet A + onglet B + onglet C 
et, par conséquent, 

OABC — -j- (onglet A -f- onglet B 4- onglet C) — J- sphère . 

Or on a : 




onglet A = fus. Ax-f OA, 
onglet B = fus. Bx-J-OA, 
onglet C =. fus. Cx-fOA 
tit sphère OA = surf. sph. X-J-OA j 

donc OABC= ( ^ 1 A + - x tUA , 

OU OABC = tri. ABCx-f OA. 



Corollaire. — Le volume d’une pyramide sphérique OABC 
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est à celui de la pyramide trirevtangle comme la somme des 
angles de la pyramide OABC, diminuée de deux angles dièdres 
droits, est à l’angle dièdre droit. 

Soient A, B, C les rapports des angles de la pyramide 
OABC à l’angle droit et R le rayon de la sphère ; on a : 

tri. ABC = (A+B+C— 2), 

et, par suite, 

pyr. OABC = (A+B+C— 2g 



niais le volume V de la pyramide sphérique trirectangle est 

. . . *R 3 . 

égal a — — ; donc on a : 

O 



pyr. OABC 
V 



A+B+C— 2. 



Scuoi.it. — Lorsqu’on prend la pyramide trirectangle 
pour unité de volume, le nombre A+B+C — 2 exprime la 
mesure de la pyramide OABC. 



meoREVir vu. 



— +c 



Le volume d'une pyramide polygonale sphérique OABCDE 
est égal au produit de sa base ABCDE par le tiers du rayon de 
la sphère 

Tracez les grands cercles OEB, OEC; ils décomposent la 
pyramide polygonale OABCDE en pyra- 
mides triangulaires qui ont pour bases 
les différents triangles dans lesquels le 
polygone ABCDE est partagé par les arcs 
EB, EC. Chaque pyramide triangulaire 
a pour mesure le produit de sa base par 
le tiers du rayon de la sphère; donc le volume de la pyra- 
mide polygonale OABCDE est égal au produit de la somme 
des bases des pyramides triangulaires parle tiers du rayon, 
c’est-à-dire égal au produit de sa base par le tiers du rayon. 
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Corollaire. — Le volume d’une pyramide polygonale OABCDE 
eut à celui de la pyramide trirectangle comme la somme des 
angles dièdres de la pyramide polygonale, diminuée d’autant de 
fois deux angles dièdres droits que sa base a de côtés moins deux, 
est Ji l’angle dièdre droit. 

Soient R le rayon de la sphère, n le nombre des faces 
latérales de la pyramide et A le rapport de la somme de ses 
angles dièdres à l’angle dièdre droit; on a • 



*R*, 



polyg. ABCDE = — - (A— 2 (n— 2)) 



* 

et, par suite, OABCDE = — (A — 2 (n — 2>). 

Or le volume V de la pyramide trirectangle est égal à 



*R_* 
ti ’ 



donc on a : 



OABCDE 

V ' 



=A — 2 (» — 2). 



.Sciiolie. — Si on prend la pyramide sphérique trirectangle 
pour unité de volume, le nombre A — 2 (n — 2) exprime la 
mesure de la pyramide OABCDE. 

Corollaire. — Dans la même sphère ou dans des sphères 
égales, deux pyramides sphériques sont entre elles comme 
leurs bases. 

TIlKOItÈ’ME XIII. 

m 

Le volume engendré par un segment circulaire BMD, tour- 
nant autour d’un diamètre AH qui lui est extérieur, est égal à 
la moitié du cône dont la base a pour rayon la corde BD du seg- 
ment et qui a pour hauteur la projection EF de celte corde sur 
l’axe AH. 

Le segment circulaire BMD étant égal à la différence du 
secteur circulaire CBMD et du triangle isocèle CBD, le volume 
qu’il engendre en tournant autour de A1I est égal à la diffé- 
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rence des volumes engendrés par le secteur circulaire et le 
B A triangle ; on a : 

vol. CBMD = -§-itCD*xEF. 

n /^\\ e 

Soit CG la hauteur du triangle isocèle CBD, 
\ on a aussi : 

„ «U. CBD = i-rtCG’xEF ; 

donc rot. BMD = -§-n (CD* — CG')xEF ; 

mais le triangle rectangle CDG donne : 

BD’ 

CD* — CG*= DG’ = -j-, 

4 

par conséquent, vol. BMD = -s-irBD*xEF. 

Scholie. — Si le segment circulaire est égal à un demi- 
cercle, le volume qu’il engendre est celui de la sphère et 
l’on a, en remplaçant BD et EF par AH dans la formule 
précédente, 

sphère CA = -J-ir AH S , 

expression déjà trouvée pour le volume de la sphère en fonc- 
tion de son diamètre. 



THEOREME XIV. 



Ae volume d'un segment sphérique, compris entre deux plans 
parallèles, est égal à une sphère qui a pour diamètre la hauteur 
du segment, augmentée de la demi-somme de deux cylindres 
ayant pour hauteur et pour bases la hauteur et les bases du 
segment. 

Soient BE, DF les rayons des sections circulaires faites 
dans la sphère CA par deux plans perpendicu- 
laires sur le diamètre AG ; la droite EF est la 
hauteur du segment sphérique qui a pour bases 
les cercles BE et DF. 

Le volume du segment sphérique EF est égal 
à la somme des volumes engendrés par le seg- 
ment circulaire BMD et par le trapèze EBDF. Or on a : 




« 
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vol. BMD = fit BD’ X EF, 
vol. EBDF = -fit (BE* + DF’ + BE X DF) EF ; 
donc seg. sph. EF = -fit (BD* +2 BE* +2 DF* +2 BE X DF) EF. 
En traçant la droite BU perpendiculaire sur DF, on trouve 
BD* = BH* + DH* = EF*+ (DF— BE)* 
et, par conséquent, 

BD* = EF* + DF* + BE’ — 2 BE X DF. 

Si on substitue cette valeur de BD’ dans l’expression du vo- 
lume du segment sphérique EF, il vient : 

teg. sph. EF = -fit (EF* + 3 BE’+ 3 DF’) EF 
ou seg. sph. EF = -fit EF* +-f (ir BE* X EF -fit DF* x EF). 

Or le terme -fitEF* exprime le volume de la sphère dont le 
diamètre est égal à la hauteur EF du segment sphérique et 
les produits itBE’xEF, itDE’xEF sont les mesures de deux 
cylindres ayant pour hauteur la droite EF et pour bases les 
cercles BE, DF. Donc, etc. 

Corollaire. — Si la base BE du segment sphérique est 
nulle, c’est-à-dire si le plan BE perpendiculaire à l’axe AG 
devient tangent à la sphère, le segment sphérique ADF, à une 
seule base, est égal à la sphère qui a pour diamètre la hauteur 
du segment, plus la moitié d'un cylindre de même base et de 
même hauteur que ce segment. 

Car on a : 

seg. sph. ADF = -f ir AF*-f f-irDF*X AF. 



THÉORÈME XV. 

1* La surface d’une sphère et les surfaces totales du cylindre 
droit et du cône équilatéral circonscrits à cette sphère , sont 
entre elles comme les nombres 4, 6 et 9. 

2° Les volumes de ces trois corps sont entre eux comme les 
mêmes nombres 4, G et 9. 

Désignons par R le rayon CA de la sphère donnée; nous 
avons : surf. sph. R = 4itR*. 
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En remarquant que la hauteur du cylindre droit ABDE, 

circonscrit à la sphère , est 
égale au diamètre AE et la 
base égale à un grand cercle, 
nous trouverons que 

surf. cyL=2irR (2R+R)=6irR*. 
Menons par l’axe SA du cône 
équilatéral SAL, circonscrit à 
la sphère CA, un plan quel- 
conque SAL qui rencontre la 
sphère suivant le grand cercle 
ANO et le cône' suivant le triangle équilatéral SLM circon- 
scrit au cercle ANO ; le triangle ANO qu’on inscrit dans le 
même cercle en joignant les points de contact du triangle 
circonscrit, est .aussi équilatéral; donc la droite LM est le 
double de NO et la droite SA le double de AP. 11 en résulte 
que 

AL = R l/3, SA =3R 

et surf, conique — n R l/T (2 R l/iï-f II l/3) = 9 rc R* ; 

donc nous avons : 




surf, sph ’ surf. cyl. surf, conique 4 : 6 ! 9 

2° Le volume de la sphère est égal à -fit R 3 ; celui du cy- 
lindre circonscrit est égal .à 2uR 3 et celui du cône équilatéral 
égal à 3 ttR 3 ; donc nous avons aussi : , 

sphère \ cylindre \ cône '. ’. 2 ! 3 

ou sphère cylindre ! cône 1 4 ! 6 I 9 






Scholie. — Si l’on observe que le nombre 6 est la moyenne 
proportionnelle géométrique entre les nombres 4 et 9, on a 
ces théorèmes : 

1° Im surface du cylindre droit circonscrit à une sphère est 
égale à la moyenne proportionnelle entre les surfaces de la 
sphère et du cône équilatéral circonscrit. 

2° Le volume du cylindre droit circonscrit à une sphère est 



* 
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égal à la moyenne proportionnelle entre les volumes de la 
sphère et du cône équilatéral circonscrit . 

Corollaire I. — Le volume d'un polyèdre circonscrit à une 
sphère est égal au produit de sa surface par le tiers du rayon de 
cette sphère. 

Car si on joint le centre de la sphère à tous les sommets 
du polyèdre, on le décompose en autant de pyramides qn’il 
a de faces ; or ces pyramides peuvent cire considérées comme 
ayant pour hauteur commune le rayon de la sphère et pour 
hases les différentes hases du polyèdre. Donc, etc. 

Corollaire II. — Les volumes de deux polyèdres, circonscrits 
à la même sphère ou à des sphères égales, sont entre eux comme 
leurs surfaces. 

En effet, soient V et v les volumes de deux polyèdres cir- 
conscrits à une sphère dont le rayon est R, S et s leurs sur- 
faces ; nous avons : 

v= J- Sx R 

et » = -J-«xR; 

donc V : r : S ! s. 

Le théorème précédent, relatif au cylindre droit et au cône 
équilatéral circonscrits à la même sphère, n’est qu’un cas 
particulier de ce dernier. 
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CHAPITRE V. 



De» Polyèdres régulier». 



THEOHÈ9TE I. 

La somme du nombre des faces d’un polyèdre convexe et du 
nombre de ses sommets est égale au nombre de ses arêtes, aug- 
menté de deux unités. 

Soient A le nombre des arêtes d’un polyèdre convexe, F 
le nombre de ses faces et S le nombre de ses sommets. 

Décomposons ce polyèdre en autant de pyramides qu’il a 
de faces, en joignant tous ses sommets à un point quelcon- 
que pris à l’intérieur de ce polyèdre, et décrivons de ce 
point comme centre, avec un rayon quelconque R, une 
sphère dont la surface sera divisée par les faces latérales des 
pyramides en autant de polygones sphériques qu’il y a de 
pyramides. 

Considérons le polygone sphérique de n côtés et désignons 
par a le rapport de la somme de ses angles à l’angle droit; 
sa surface a pour mesure 

~(«- 2 («'- 2 )). 

Nous aurons de même pour les surfaces des autres poly- 
gones sphériques qui ont n', n 1 ’,.:. côtés • 

l^(a"-2(n"-2)), 

les nombres a 1 , a",... représentant les rapports des sommes 
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des angles de chaque polygone, à l'angle droit. Or la somme 
de ces polygones est égale à la surface de la sphère; donc 

^^a+o'+a , L...2(«+« , +n"....2F)^ = 4 1 tR*. 

Remarquons 1* que dans le nombre n+n'+n".... chaque 
arête est comptée deux fois, parce qu’elle est commune à 
deux polygones, de sorte que l’on a 

n+n'-\-ri'....= 2A. 

2° que la somme des angles des polygones sphériques, 
réunis autour de chaque sommet, est égale à quatre angles 
dièdres droits et, par conséquent, qu’on a aussi : 
a + a'+o".... = 4S. 

En substituant les valeurs des sommes n+n'+n"...., 
a+a'+a".... dans l’égalité précédente, nous trouverons 

4S — 2 (2A — 2F) = 8, 
ou S + F = A + 2. 

Scholie. — Ce théorème est dù à Ecler. 

THÉORÈME II. 

1* Toutes les faces d'un polyèdre convexe ne peuven t avoir 
plus de cinq côtés. 

2° Tous les angles d’un polyèdre convexe ne peuvent avoir 
plus de cinq faces. . 

1° En effet, supposons que toutes les faces d’un polyèdre 
convexe aient au moins six arêtes; chaque arête appartenant 
à deux faces adjacentes, le nombre 6F sera moindre que 2A 
ou au plus égal à 2A, ce qu’on exprime par la notation * 
suivante : 

6F ^2A. 

Or le théorème d’EuLER donne 

6F+6S = 6A + 12; 
donc il faudrait qu’on eût : 



Digitized by Google 




333 



LlYltE VIII, CHAP. V. 

2n' — 4, 

2n''— 4, 



pour la somme des angles des autres faces du polyèdre ; 
•loue le nombre 

2 (n — 4F 

exprime la somme des angles de toutes les faces. Ür on a 
2 — 4F=4A — 4F, 

et, par le théorème d’EiLKR, 

4 A — 4F = 4 (S — 2), 

par conséquent la somme des angles des faces d’un polyèdre 
convexe est égale à autant de fois quatre angles droits qu’il 
y a de sommets moins deux. 

Schoue.— C e théorème est dû à ëiler. 



THEOREME IV. 

« 

II n'y a que cinq polyèdres réguliers, 

Soient A le nombre des arêtes d’un polyèdre régulier, F le 
nombre de ses faces, ayant chacune c côtés, et S le nombre 
des sommets de ses angles polyèdres dont chacun a f faces 
égales. Le double du nombre des arêtes de ce polyèdre est • 
égal à FXc et aussi à S xf; donc on a : 

„ 2A 2A 

t= T e. i,= j; 

mais le théorème d’ËULER donne : 

F+8=A+2. 

En remplaçant dans cette dernière égalité les quantités 
et S par leurs valeurs, on trouve : 



d’où l’on déduit 



24. 2A 

— 4* ~f~ = A + 2, 
c f 



A = 



2 cf 

2c + if- — c/ 1 
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Le nombre c des côtés de chaque face du polyèdre étant 
compris entre 3 et 5, si l’on suppose d’abord c= 3, on a : 




mais le nombre des faces qui forment chaque angle polyèdre 
est aussi compris entre 3 et 5 ; donc, si l’on fait successive- 
ment 

P = 3, P = 4, P — 5> 

on aura : A = 6, A = 1 2, A =30, 

et ' F =4, F = 8, F = 20, 

S=4, S=6, S = 12, 

pur conséquent le triangle équilatéral peut servir à former 
trois polyèdres réguliers qui sont le tétraèdre, F octaèdre et 
l’tcosaèdre. 

En supposant c=4, on trouve : 




dans ce cas particulier, la valeur de f doit être moindre que 
t ; or, si on fait /= 3, on a : 

A = 1 2, F =6, S= 8 ; 

(lo ne on ne peut former avec le carré qu’un polyèdre régu- 
lier qui est Vhexaèdre. 

Enfin, si on suppose c = 5, on a : 

A-_ BL 

10—3/“ 

Comme dans le cas précédent, la valeur de f doit être moin- 
dre que 4 ; si l’on prend f égal à 3, on trouve : 

A =30, F =12, S =20, 

par conséquent on ne peut former avec le pentagone régu- 
lier que le dodécaèdre régulier. 

Scholie. — Cette démonstration a été donnée par Laplace, 
dans ses leçons à l’École Normale. 
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THKORÈMK T. 

Tout polyèdre régulier peut être inscrit dans la sphère et lui 
être circonscrit. 

Soient C et G' les centres de deux faces d’un polyèdre ré- 
gulier, adjacentes suivant l’aréte 
AB; le plan CMC', qui passe par les 
deux centres C, C' et le milieu M 
de l’aréte AB, est perpendiculaire 
sur les deux faces adjacentes CAB, 
C'AB; donc les perpendiculaires 
tracées par les points C, C' sur ces 
faces se rencontrent en un point 
0, et je dis que ce point est également éloigné 1° des faces 
du polyèdre, 2° de ses sommets. 

1° Les deux triangles rectangles CMO, C'MO sont égaux, 
parce qu’ils ont l’hypoténuse commune et les côtés CM, C'M 
égaux ; donc la droite CO est égale à C'O et la droite OM est 
la bissectrice de l’angle rectiligne CMC' de l’angle dièdre AB. 
Je joins le point 0 au centre C" d’une autre face, adjacente à 
la face CAB par l’arète DE, et je dis que OC'' est perpendi- 
culaire sur la face C''DE et égale à OC. 

En effet, le plan OCN, perpendiculaire au milieu de l’arête 
DE, passe par le point C'', et les triangles rectangles OCM, 
OCN sont égaux, parce qu’ils ont un angle droit compris 
entre deux côtés égaux ; donc l’angle CNO est égal à CMO et, 
par suite, égal à la moitié de l’angle rectiligne CNC'' du dièdre 
DE. De même les triangles OCN, OC "N ont les angles ONC, 
ONC" égaux et compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun; donc le côté OC'' est égal à OC et l’angle OC' 'N égal 
à OCN, c’est-à-dire que la droite OC” est perpendiculaire sur 
la face C"DE. 

On démontrerait par un raisonnement analogue que le 
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point O est également distant des autres faces du polyèdre; 
donc la sphère décrite du point O comme centre, avec le 
rayon OC, est inscrite dans le polyèdre. 

2° Si on joint le point 0 à tous les sommets du polyèdre, 
les droites OA, OB,... correspondant aux sommets d’une 
même face sont égales, parce qu’elles s’écartent également 
de la perpendiculaire OC à cette face; donc le point 0 est 
également éloigné de tous les sommets du polyèdre, c’est-ù- 
dire que la sphère décrite de ce point comme centre, avec le 
rayon OA, passe par tous les sommets du polygone régulier. 

Schomë. — Le point O est le centre du polyèdre régulier; 
la droite OA en est le ray an, et la droite OC l 'apothème 

Corollaire. — Les plans bissecteurs des angles dièdres 
d’un ■polyèdre régulier passent par le centre de ce polyèdre. 



4 

* PROBLÈMES A H ÉMOI DRE* 

0 

4 — Calculer à un millimètre près les dimensions du litre, 
sachant qu’il a la forme cylindrique et que sa hauteur est 
égale au double du diamètre de sa hase. 

2 — Calculer à un millimètre près les dimensions du dé- 
calitre et de l’hectolitre, sachant qu’ils ont la forme cylin- 
drique et que leur hauteur est égale au diamètre de leurs 
bases. 

3 —Diviser la surface d’une sphère en moyenne et extrême 
raison par un plan perpendiculaire à un diamètre donné. 

4 — Toute zone à une hase est équivalente à un cercle 
ayant pour rayon la corde de l’arc qui engendre la zone.— 
Ce théorème est-il applicable à la zone à deux bases? 

5 — La terre étant supposée une sphère exacte, calculer son 
rayon, sa surface, son volume et son poids, la densité de la 
terre étant 1 J d’après Caye.ndish. 
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® — Les diamètres de la terre, de la lune, et du soleil sont 
entre eux comme les nombres 100, 27 et 10993. Calculer les 
surfaces et les volumes de la lune et du soleil. 

7 — Quelle est la portion de la surface ou du volume de la 
lerre comprise entre l’équateur et l’écliptique, sachant que 
ces deux cercles forment un angle de 23° 28'? 

8 — Déterminer l’angle des méridiens de Paris et de Lon- 
dres, sachant que le fuseau terrestre qu’ils forment est égal 
à 3307 myriamètres carrés. 

• — Calculer l’aire d’un triangle sphérique ABC, sachant 
que le rayon de la sphère est égal à l ,n ,2 et que les angles A, 

B, C sont respectivement égaux à 78° 1 à 62° 43' et à 72° 40'. * 
— Calculer le volume de la pyramide sphérique correspon- 
dante. 

10 — Calculer les angles d’un triangle sphérique, sachant 

qu’ils sont entre eux comme les nombres 4, 6 et 7 et que ce 
triangle est égal au quart du triangle trirectangle de la 
même sphère. . . 

11— Si on inscrit dans un demi-cercle un demi- polygone 
régulier d’un nombre pair de côtés et qu’on lui circonscrive 
un demi-polygone semblable, la surface de la sphère en- 
gendrée par le demi-cercle tournant autour de son diamètre 
est moyenne proportionnelle entre les surfaces engendrées 
par les polygones. 

12 — Inscrire dans un cône droit un cylindre droit dont 
la surface latérale ou totale est donnée. — Maximum de cette 
surface. 

13 — Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface 
latérale ou totale est donnée. — Maximum de cette surface. 

14 — Inscrire dans une sphère un cône droit tel que les 
sections faites dans le cône et dans la sphère par un plan 
donné parallèlement à la base du cône aient entre elles un 
rapport donné. 

15 — Circonscrire à une sphère un cône droit dont la sur- 
face totale ou latérale est donnée. — Maximum de cette sur- 
face. 

22 
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18 — Calculer le rayon du segment sphérique maximum 
pârmi lesAegments sphériques qui sont terminés par des 
zones de stirface constante et à une seule base. 

47 — 'Çprcer une parallèle à la base d’un triangle, de telle 
sorte quelles volumes, engendrés par les deux parties du 
triangle tournant autour de sa base, soient équivalents. 

48 — Calculer les rayons des bases d’un tronc de cône 
droit inscrit dans une sphère donnée, conhaissant le volume 

. et la hauteur du cône tronqué. 

4® — Connaissant l’arête d’un polyèdre régulier d’espèce 
donnée, calculer les rayons des sphères inscrite et circon- 
* scrite à ce polyèdre 



Pis de LA géométrie. 
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